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Ââåäåíèå

Âòîðàÿ ðåäàêöèÿ ñîäåðæèò èñïðàâëåíèå îøèáîê, äîïóùåííûõ â ïåð-
âîé ðåäàêöèè.

Ýòî ó÷åáíîå ïîñîáèå ðàçðàáîòàíî äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñ òåé:

� 34.02.01 �Ñåñòðèíñêîå äåëî�;

� 31.02.03 �Ëàáîðàòîðíàÿ äèàãíîñòèêà�;

� 33.02.01 �Ôàðìàöèÿ�;

� 31.02.02 �Àêóøåðñêîå äåëî�

ìåäèöèíñêîãî êîëëåäæà ìåäèöèíñêîãî èíñòèòóòà ÔÃÀÎY ÂÏÎ ÍÈ Ó �Áåë-
ÃÓ�, ïîñòóïèâøèõ íà áàçå îñíîâíîãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ è çó÷åíèÿ
ïðåäìåòà �ìàòåìàòèêà: àëãåáðà, íà÷àëî ìàòåìàòè÷åñêîãî àí àëèçà, ãåî-
ìåòðèÿ� íà ïåðâîì êóðñå.

Âèä çàíÿòèé : ëåêöèîííî-ïðàêòè÷åñêèå
Ìåñòî ïðîâåäåíèÿ: ó÷åáíàÿ àóäèòîðèÿ
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü çàíÿòèÿ: 90 ìèíóò
Öåëè çàíÿòèÿ:

� ðàçâèòèå èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêè;

� ðàçâèòèå ðå÷è ó÷àùèõñÿ;

� ðàçâèòèå êîììóíèêàòèâíûõ ñïîñîáíîñòåé;

� ðàçâèòèå êóëüòóðû îáùåíèÿ;

� ôîðìèðîâàíèå íàâûêîâ êîëëåêòèâíîé ðàáîòû;

� ôîðìèðîâàíèå ñîçíàòåëüíîé äèñöèïëèíû;

� ïîâûøåíèå ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè è àêòèâíîñòè ó÷àùè õñÿ;

� óìåíèå àíàëèçèðîâàòü;
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� óìåíèå äåëàòü âûâîäû.

Êîìïåòåíöèè:
Äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 34.02.01 �Ñåñòðèíñêîå äåëî� :

ÎÊ 1. Ïîíèìàòü ñóùíîñòü è ñîöèàëüíóþ çíà÷èìîñòü ñâîåé áóäóùåé ïð î-
ôåññèè, ïðîÿâëÿòü ê íåé óñòîé÷èâûé èíòåðåñ.

ÎÊ 2. Îðãàíèçîâûâàòü ñîáñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü, âûáèðàòü òèïîâ ûå
ìåòîäû è ñïîñîáû âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, îöåíè âàòü
èõ âûïîëíåíèå è êà÷åñòâî.

ÎÊ 3. Ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ è íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ
è íåñòè çà íèõ îòâåòñòâåííîñòü.

ÎÊ 4. Îñóùåñòâëÿòü ïîèñê è èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè, íåîáõîäèì îé
äëÿ ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, ïðîô åñ-
ñèîíàëüíîãî è ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ.

ÎÊ 5. Èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãè è â
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

ÎÊ 6. Ðàáîòàòü â êîëëåêòèâå è êîìàíäå, ýôôåêòèâíî îáùàòüñÿ ñ êîë-
ëåãàìè, ðóêîâîäñòâîì, ïîòðåáèòåëÿìè.

ÎÊ 7. Áðàòü íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà ðàáîòó ÷ëåíîâ êîìàíäû (ïîä -
÷èí¼ííûõ), çà ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.

ÎÊ 8. Ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåëÿòü çàäà÷è ïðîôåññèîíàëüíîãî è ëè÷ -
íîñòíîãî ðàçâèòèÿ, çàíèìàòüñÿ ñàìîîáðàçîâàíèåì, îñîçíàí íî ïëà-
íèðîâàòü è îñóùåñòâëÿòü ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè.

ÎÊ 9. Îðèåíòèðîâàòüñÿ â óñëîâèÿõ ñìåíû òåõíîëîãèé â ïðîôåññèîíà ëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè.

ÎÊ 10. Áåðåæíî îòíîñèòüñÿ ê èñòîðè÷åñêîìó íàñëåäèþ è êóëüòóðíûì
òðàäèöèÿì íàðîäà, óâàæàòü ñîöèàëüíûå, êóëüòóðíûå è ðåëèãèîç-
íûå ðàçëè÷èÿ.

ÎÊ 11. Áûòü ãîòîâûì áðàòü íà ñåáÿ íðàâñòâåííûå îáÿçàòåëüñòâà ïî îò -
íîøåíèþ ê ïðèðîäå, îáùåñòâó è ÷åëîâåêó.

ÎÊ 12. Îðãàíèçîâûâàòü ðàáî÷åå ìåñòî ñ ñîáëþäåíèåì òðåáîâàíèé îõð à-
íû òðóäà, ïðîèçâîäñòâåííîé ñàíèòàðèè, èíôåêöèîííîé è ïðîò èâî-
ïîæàðíîé áåçîïàñíîñòè.
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ÎÊ 13. Âåñòè çäîðîâûé îáðàç æèçíè, çàíèìàòüñÿ ôèçè÷åñêîé êóëüòó-
ðîé è ñïîðòîì äëÿ óêðåïëåíèÿ çäîðîâüÿ, äîñòèæåíèÿ æèçíåííû õ è
ïðîôåññèîíàëüíûõ öåëåé.

ÎÊ 14. Èñïîëíÿòü âîèíñêóþ îáÿçàííîñòü, â òîì ÷èñëå ñ ïðèìåíåíèåì
ïîëó÷åííûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çíàíèé (äëÿ þíîøåé).

Äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 31.02.03 �Ëàáîðàòîðíàÿ äèàãíîñòèêà� :

ÎÊ 1. Ïîíèìàòü ñóùíîñòü è ñîöèàëüíóþ çíà÷èìîñòü ñâîåé áóäóùåé ïð î-
ôåññèè, ïðîÿâëÿòü ê íåé óñòîé÷èâûé èíòåðåñ.

ÎÊ 2. Îðãàíèçîâûâàòü ñîáñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü, âûáèðàòü òèïîâ ûå
ìåòîäû è ñïîñîáû âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, îöåíè âàòü
èõ ýôôåêòèâíîñòü è êà÷åñòâî.

ÎÊ 3. Ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ è íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ
è íåñòè çà íèõ îòâåòñòâåííîñòü.

ÎÊ 4. Îñóùåñòâëÿòü ïîèñê è èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè, íåîáõîäèì îé
äëÿ ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, ïðîô åñ-
ñèîíàëüíîãî è ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ.

ÎÊ 5. Èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãè è â
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

ÎÊ 6. Ðàáîòàòü â êîëëåêòèâå è êîìàíäå, ýôôåêòèâíî îáùàòüñÿ ñ êîë-
ëåãàìè, ðóêîâîäñòâîì, ïîòðåáèòåëÿìè.

ÎÊ 7. Áðàòü îòâåòñòâåííîñòü çà ðàáîòó ÷ëåíîâ êîìàíäû (ïîä÷èí¼íí ûõ),
çà ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.

ÎÊ 8. Ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåëÿòü çàäà÷è ïðîôåññèîíàëüíîãî è ëè÷ -
íîñòíîãî ðàçâèòèÿ, çàíèìàòüñÿ ñàìîîáðàçîâàíèåì, îñîçíàí íî ïëà-
íèðîâàòü ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè.

ÎÊ 9. Îðèåíòèðîâàòüñÿ â óñëîâèÿõ ñìåíû òåõíîëîãèé â ïðîôåññèîíà ëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè.

ÎÊ 10. Áåðåæíî îòíîñèòüñÿ ê èñòîðè÷åñêîìó íàñëåäèþ è êóëüòóðíûì
òðàäèöèÿì íàðîäà, óâàæàòü ñîöèàëüíûå, êóëüòóðíûå è ðåëèãèîç-
íûå ðàçëè÷èÿ.

ÎÊ 11. Áûòü ãîòîâûì áðàòü íà ñåáÿ íðàâñòâåííûå îáÿçàòåëüñòâà ïî îò -
íîøåíèþ ê ïðèðîäå, îáùåñòâó è ÷åëîâåêó.
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ÎÊ 12. Îêàçûâàòü ïåðâóþ ìåäèöèíñêóþ ïîìîùü ïðè íåîòëîæíûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ.

ÎÊ 13. Îðãàíèçîâûâàòü ðàáî÷åå ìåñòî ñ ñîáëþäåíèåì òðåáîâàíèé îõð à-
íû òðóäà, ïðîèçâîäñòâåííîé ñàíèòàðèè, èíôåêöèîííîé è ïðîò èâî-
ïîæàðíîé áåçîïàñíîñòè.

ÎÊ 14. Âåñòè çäîðîâûé îáðàç æèçíè, çàíèìàòüñÿ ôèçè÷åñêîé êóëüòó-
ðîé è ñïîðòîì äëÿ óêðåïëåíèÿ çäîðîâüÿ, äîñòèæåíèÿ æèçíåííû õ è
ïðîôåññèîíàëüíûõ öåëåé.

ÎÊ 15. Èñïîëíÿòü âîèíñêóþ îáÿçàííîñòü, â òîì ÷èñëå ñ ïðèìåíåíèåì
ïîëó÷åííûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çíàíèé (äëÿ þíîøåé).

Äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 33.02.01 �Ôàðìàöèÿ� :

ÎÊ 1. Ïîíèìàòü ñóùíîñòü è ñîöèàëüíóþ çíà÷èìîñòü ñâîåé áóäóùåé ïð î-
ôåññèè, ïðîÿâëÿòü ê íåé óñòîé÷èâûé èíòåðåñ.

ÎÊ 2. Îðãàíèçîâûâàòü ñîáñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü, âûáèðàòü òèïîâ ûå
ìåòîäû è ñïîñîáû âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, îöåíè âàòü
èõ ýôôåêòèâíîñòü è êà÷åñòâî.

ÎÊ 3. Ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ è íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ
è íåñòè çà íèõ îòâåòñòâåííîñòü.

ÎÊ 4. Îñóùåñòâëÿòü ïîèñê è èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè, íåîáõîäèì îé
äëÿ ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, ïðîô åñ-
ñèîíàëüíîãî è ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ.

ÎÊ 5. Èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãè è â
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

ÎÊ 6. Ðàáîòàòü â êîëëåêòèâå è êîìàíäå, ýôôåêòèâíî îáùàòüñÿ ñ êîë-
ëåãàìè, ðóêîâîäñòâîì, ïîòðåáèòåëÿìè.

ÎÊ 7. Áðàòü íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà ðàáîòó ÷ëåíîâ êîìàíäû (ïîä -
÷èí¼ííûõ), ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.

ÎÊ 8. Ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåëÿòü çàäà÷è ïðîôåññèîíàëüíîãî è ëè÷ -
íîñòíîãî ðàçâèòèÿ, çàíèìàòüñÿ ñàìîîáðàçîâàíèåì, îñîçíàí íî ïëà-
íèðîâàòü ïîâûøåíèå ñâîåé êâàëèôèêàöèè.

ÎÊ 9. Îðèåíòèðîâàòüñÿ â óñëîâèÿõ ÷àñòîé ñìåíû òåõíîëîãèé â ïðîôå ñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.
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ÎÊ 10. Áåðåæíî îòíîñèòüñÿ ê èñòîðè÷åñêîìó íàñëåäèþ è êóëüòóðíûì
òðàäèöèÿì íàðîäà, óâàæàòü ñîöèàëüíûå, êóëüòóðíûå è ðåëèãèîç-
íûå ðàçëè÷èÿ.

ÎÊ 11. Áûòü ãîòîâûì áðàòü íà ñåáÿ íðàâñòâåííûå îáÿçàòåëüñòâà ïî îò -
íîøåíèþ ê ïðèðîäå, îáùåñòâó è ÷åëîâåêó.

ÎÊ 12. Âåñòè çäîðîâûé îáðàç æèçíè, çàíèìàòüñÿ ôèçè÷åñêîé êóëüòó-
ðîé è ñïîðòîì äëÿ óêðåïëåíèÿ çäîðîâüÿ, äîñòèæåíèÿ æèçíåííû õ è
ïðîôåññèîíàëüíûõ öåëåé.

ÎÊ 13. Èñïîëíÿòü âîèíñêóþ îáÿçàííîñòü, â òîì ÷èñëå ñ ïðèìåíåíèåì
ïîëó÷åííûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çíàíèé (äëÿ þíîøåé).

Äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 31.02.02 �Àêóøåðñêîå äåëî� :

ÎÊ 1. Ïîíèìàòü ñóùíîñòü è ñîöèàëüíóþ çíà÷èìîñòü ñâîåé áóäóùåé ïð î-
ôåññèè, ïðîÿâëÿòü ê íåé óñòîé÷èâûé èíòåðåñ.

ÎÊ 2. Îðãàíèçîâûâàòü ñîáñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü, âûáèðàòü òèïîâ ûå
ìåòîäû è ñïîñîáû âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, îöåíè âàòü
èõ âûïîëíåíèå è êà÷åñòâî.

ÎÊ 3. Ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ è íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ
è íåñòè çà íèõ îòâåòñòâåííîñòü.

ÎÊ 4. Îñóùåñòâëÿòü ïîèñê è èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè, íåîáõîäèì îé
äëÿ ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, ïðîô åñ-
ñèîíàëüíîãî è ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ.

ÎÊ 5. Èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèîííî - êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãè è
â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

ÎÊ 6. Ðàáîòàòü â êîëëåêòèâå è êîìàíäå, ýôôåêòèâíî îáùàòüñÿ ñ êîë-
ëåãàìè, ðóêîâîäñòâîì, ïîòðåáèòåëÿìè.

ÎÊ 7. Áðàòü íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà ðàáîòó ÷ëåíîâ êîìàíäû (ïîä -
÷èí¼ííûõ), çà ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.

ÎÊ 8. Ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåëÿòü çàäà÷è ïðîôåññèîíàëüíîãî è ëè÷ -
íîñòíîãî ðàçâèòèÿ, çàíèìàòüñÿ ñàìîîáðàçîâàíèåì, îñîçíàí íî ïëà-
íèðîâàòü è îñóùåñòâëÿòü ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè.

ÎÊ 9. Îðèåíòèðîâàòüñÿ â óñëîâèÿõ ñìåíû òåõíîëîãèé â ïðîôåññèîíà ëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè.
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ÎÊ 10. Áåðåæíî îòíîñèòüñÿ ê èñòîðè÷åñêîìó íàñëåäèþ è êóëüòóðíûì
òðàäèöèÿì íàðîäà, óâàæàòü ñîöèàëüíûå, êóëüòóðíûå è ðåëèãèîç-
íûå ðàçëè÷èÿ.

ÎÊ 11. Áûòü ãîòîâûì áðàòü íà ñåáÿ íðàâñòâåííûå îáÿçàòåëüñòâà ïî îò -
íîøåíèþ ê ïðèðîäå, îáùåñòâó è ÷åëîâåêó.

ÎÊ 12. Îðãàíèçîâûâàòü ðàáî÷åå ìåñòî ñ ñîáëþäåíèåì òðåáîâàíèé îõð à-
íû òðóäà, ïðîèçâîäñòâåííîé ñàíèòàðèè, èíôåêöèîííîé è ïðîò èâî-
ïîæàðíîé áåçîïàñíîñòè.

ÎÊ 13. Âåñòè çäîðîâûé îáðàç æèçíè, çàíèìàòüñÿ ôèçè÷åñêîé êóëüòó-
ðîé è ñïîðòîì äëÿ óêðåïëåíèÿ çäîðîâüÿ, äîñòèæåíèÿ æèçíåííû õ è
ïðîôåññèîíàëüíûõ öåëåé.
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Ãëàâà 1

Ãåîìåòðèÿ. Ââåäåíèå.

1.1 Ââåäåíèå. Òåîðåìà Ïèôàãîðà. Ïëîùàäü,
ïåðèìåòð.

1.1.1 Àêñèîìû ïëàíèìåòðèè.

Â øêîëå ìû èçó÷àëè ôèãóðû íà ïëîñêîñòè. Ýòîò ðàçäåë ãåîìåòðè è
íàçûâàåòñÿ ïëàíèìåòðèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïëàíèìåòðèÿ � ðàçäåë ãåîìåòðèè, èçó÷àþùèé ôè-
ãóðû íà ïëîñêîñòè.

Êàê ëþáîé ðàçäåë ãåîìåòðèè, ïëàíèìåòðèÿ áàçèðóåòñÿ íà ñèñòåìå àê-
ñèîì. Âñïîìíèì å¼.

Àêñèîìà 1. Êàêîâà áû íè áûëà ïðÿìàÿ, ñóùåñòâóþò òî÷êè, ïðèíàä-
ëåæàùèå ýòîé ïðÿìîé, è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå åé. ×åðåç ëþá ûå
äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Àêñèîìà 2. Èç òð¼õ òî÷åê íà ïðÿìîé îäíà è òîëüêî îäíà ëåæèò ìåæ-
äó äâóìÿ äðóãèìè.

Àêñèîìà 3. Êàæäûé îòðåçîê èìååò îïðåäåë¼ííóþ äëèíó, áîëüøóþ íó-
ëÿ. Ïðè÷¼ì, åñëè îòðåçîê ðàçáèòü êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê, òî å ãî äëè-
íà áóäåò ðàâíÿòüñÿ ñóììå äëèí ÷àñòåé, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàå òñÿ
ýòèìè òî÷êàìè.

Àêñèîìà 4. Ïðÿìàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè, ðàçáèâàåò ýòó ïëîñ-
êîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè.
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Àêñèîìà 5. Êàæäûé óãîë èìååò îïðåäåë¼ííóþ ìåðó, áîëüøóþ íóëÿ.
Ðàçâ¼ðíóòûé óãîë â ãðàäóñíîé ìåðå ðàâåí 180� . Ìåðà óãëà ðàâíà ñóììå
ìåð óãëîâ, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ëó÷åé, ïðîõî-
äÿùèõ ìåæäó åãî ñòîðîíàìè.

Àêñèîìà 6. Íà ëþáîé ïîëóïðÿìîé îò å¼ íà÷àëüíîé òî÷êè ìîæíî îò-
ëîæèòü îòðåçîê çàäàííîé äëèíû, è ïðèòîì òîëüêî îäèí.

Àêñèîìà 7. Îò ïîëóïðÿìîé íà ñîäåðæàùåé å¼ ïëîñêîñòè â çàäàííóþ
ïîëóïëîñêîñòü ìîæíî îòëîæèòü óãîë ñ çàäàííîé ìåðîé, ìåíüøå é ìå-
ðû ðàçâ¼ðíóòîãî óãëà, è ïðèòîì òîëüêî îäèí.

Àêñèîìà 8. Êàêîâ áû íè áûë òðåóãîëüíèê, ñóùåñòâóåò ðàâíûé åìó â
äàííîé ïëîñêîñòè â çàäàííîì ðàñïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî äàí íîé ïî-
ëóïðÿìîé â ýòîé ïëîñêîñòè.

Àêñèîìà 9. Íà ïëîñêîñòè ÷åðåç äàííóþ òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàí-
íîé ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé, è ï ðèòîì
òîëüêî îäíó.

1.1.2 Îñíîâíûå ôèãóðû ïëàíèìåòðèè.

Îñíîâíûìè ôèãóðàìè ïëàíèìåòðèè ÿâëÿþòñÿ òî÷êà è ïðÿìàÿ. Ñ è õ
ïîìîùüþ ìû ñòðîèëè òðåóãîëüíèêè, ïàðàëëåëîãðàììû, ðîìáû, êâàäðà-
òû è øåñòèóãîëüíèêè. Äàâàéòå âñïîìíèì îñíîâíûå ôèãóðû, êîò îðûå ìû
ñòðîèëè â ïëàíèìåòðèè.

Òðåóãîëüíèê.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Òðåóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç
òð¼õ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé è íàçûâàåìûõ âåðøèíàì è, è
òð¼õ îòðåçêîâ, ïîïàðíî ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè è íàçûâàåìûõ ñ òîðîíà-
ìè.

Êëàññèôèêàöèþ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ïîñìîòðåòü â ïðèëîæåíè è 1.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Òðåóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ðàâíû è ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû ðàâí û.

Òðè ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ïîñìîòðåòü â ïð èëî-
æåíèè 2

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Òðåóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ó íèõ
óãëû ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû, à ñòîðîíû îäíîãî ïðîïîðöèîíàëü íû ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà.
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Ðèñ. 1.1: à) � òðåóãîëüíèê, à á) � íå ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì.

Òðè ïðèçíàêà ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ïîñìîòðåòü â ïðèë îæå-
íèè 2

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Âûñîòîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàþò ïåðïåíäèêóëÿð,
îïóùåííûé èç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ïðî òèâî-
ïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà âûñîòû:

1. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, íàçûâàå ìîé îð-
òîöåíòðîì.

2. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ èç ïðÿìî ãî óãëà,
ðàçáèâàåò òðåóãîëüíèê íà äâà ïîäîáíûõ èñõîäíîìó.

3. Äâå âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îòñåêàþò îò íåãî ïîäîá-
íûå òðåóãîëüíèêè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàþò îòðåçîê, ñîåäè-
íÿþùèé âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñî ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìåäèàíû:

1. Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå O, íàçûâàåìîé
öåíòðîèäîì.
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Ðèñ. 1.2: Âûñîòà BH â îñòðîóãîëüíîì (à), ïðÿìîóãîëüíîì (á) è òóïî-
óãîëüíîì (â) òðåóãîëüíèêàõ

Ðèñ. 1.3: Ìåäèàíû AL; BH; CK â òðåóãîëüíèêå ABC

2. AO : OL = BO : OH = CO : OK = 2 : 1.

3. Áîëüøåé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ ìåä èàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàþò îòðåçîê, âû-
õîäÿùèé èç âåðøèíû èç âåðøèíû ê ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå è äå ëÿùèé
óãîë ïðè âåðøèíå íà ðàâíûå óãëû.

Òåîðåìà 1.1 (Òåîðåìà Ïèôàãîðà) . Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàä-
ðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ.

Ñîãëàñíî ðèñóíêó 1.5,
a2 = b2 + c2:

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, èçîáðàæ¼ííûå íà ð èñóí-
êå 1.6.
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Ðèñ. 1.4: ÁèññåêòðèñàAN â òðåóãîëüíèêå ABC

Ðèñ. 1.5: Ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîë üíèêà

Òåîðåìà 1.2 (Î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà) . Ñóììà âñåõ óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà ðàâíà 180� , òî åñòü

� + � + 
 = 180� :

Òåîðåìà 1.3 (Òåîðåìà ñèíóñîâ) .

a
sin�

=
b

sin�
=

c
sin


= 2R: (1.1)

Òåîðåìà 1.4 (Òåîðåìà êîñèíóñîâ) .

c2 = a2 + b2 � 2ab� cos
: (1.2)

Ðèñ. 1.6: Ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ òðåóãîëüíèêà
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×åòûð¼õóãîëüíèê.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. ×åòûð¼õóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ òî÷åê è ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíî èõ ñîåäèíÿþùèõ
îòðåçêîâ.

Ïàðàëëåëîãðàìì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.9. Ïàðàëëåëîãðàììîì íàçûâàåòñÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèê,
ó êîòîðîãî ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû.

Ðèñ. 1.7: Ïàðàëëåëîãðàìì

Òåîðåìà 1.5. Åñëè äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ è òî÷-
êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê � ïàðàë-
ëåëîãðàìì.

Òåîðåìà 1.6. Ó ïàðàëëåëîãðàììà ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû è ïðîòè-
âîïîëîæíûå óãëû ðàâíû.

Ïðÿìîóãîëüíèê.

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. Ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì,
ó êîòîðîãî âñå óãëû ïðÿìûå.

Òåîðåìà 1.7. Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû.

Ðîìá.

Îïðåäåëåíèå 1.1.11. Ðîìáîì íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî
âñå ñòîðîíû ðàâíû.
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Ðèñ. 1.8: Ïðÿìîóãîëüíèê

Ðèñ. 1.9: Ðîìá

Òåîðåìà 1.8. Äèàãîíàëè ðîìáà ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì è ÿâ-
ëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè åãî óãëîâ.

Êâàäðàò.

Îïðåäåëåíèå 1.1.12. Êâàäðàòîì (èëè ïðàâèëüíûì ÷åòûð¼õóãîëüíè-
êîì) íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâí û.

Ðèñ. 1.10: Êâàäðàò

Ñâîéñòâà êâàäðàòà:

1. Ó êâàäðàòà âñå óãëû ïðÿìûå.
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2. Äèàãîíàëè êâàäðàòà ðàâíû.

3. Äèàãîíàëè êâàäðàòà ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì è ÿâëÿþ òñÿ
áèññåêòðèñàìè åãî óãëîâ.

1.1.3 Ïåðèìåòð.

Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå ñëåäóþùèå îáîçíà ÷å-
íèÿ: ai � ñòîðîíà, hai � âûñîòà, îïóùåííàÿ íà ñòîðîíó ai , p = P

2 � ïîëó-
ïåðèìåòð.

Îïðåäåëåíèå 1.1.13. Ïåðèìåòðîì ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ ñóììà
äëèí âñåõ åãî ñòîðîí.

Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

1. òðåóãîëüíèê: P = a1 + a2 + a3;

2. ïàðàëëåëîãðàìì è ïðÿìîóãîëüíèê: P = 2 � (a1 + a2);

3. ðîìá è êâàäðàò: P = 4 � a;

4. äëèíà îêðóæíîñòè: l = 2�R .

1.1.4 Ïëîùàäü.

Îïðåäåëåíèå 1.1.14. Ïëîùàäü (ñì. [6]) � ÷èñëåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïëîñêîé ôèãóðû, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ïëîùàäü íåîòðèöàòåëüíà;

2. ïëîùàäü àääèòèâíà (åñëè ôèãóðà ñîñòàâëåíà èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìåæäó ñîáîé ôèãóð, òî å¼ ïëîùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ
ôèãóð);

3. ïëîùàäü èíâàðèàíòíà (ðàâíûå òåëà èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè);

4. ïëîùàäü íîðìèðîâàíà (ïëîùàäü êâàäðàòà ñ ðåáðîì â åäèíèöó äëèí-
íû ðàâíà 1).

Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

1. òðåóãîëüíèê:

(a) ïî ñòîðîíå è âûñîòå ê íåé: S = 1
2 � a � ha (â ÷àñòíîñòè, åñëè

òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé, à a è b � åãî êàòåòû, òî S = ab
2 );
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(b) ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè: S = 1
2 � a1 � a2 � sin\ [a1; a2;

(c) ïî òð¼ì ñòîðîíàì (ô. Ãåðîíà): S =
p

p(p � a1)) ( p � a2) (p � a3)
(â ÷àñòíîñòè, åñëèa = b 6= c (ò.å. òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåí-
íûé), òî S = ( p � a)

p
p(p � c), à åñëèa = b = c (ò.å. òðåóãîëü-

íèê ðàâíîñòîðîííèé), òî S = a2
p

3
4 );

2. ïàðàëëåëîãðàìì:

(a) ïî ñòîðîíå è âûñîòå ê íåé: S = a � ha;

(b) ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè: S = a1 � a2 � sin\
z }| {
a1; a2;

3. ïðÿìîóãîëüíèê: S = a1 � a2;

4. êâàäðàò:S = a2;

5. ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê: S = 3�
p

3
2 � a2;

6. êðóã:S = � � R2.

Çàäàíèÿ:
1. Íàéäèòå óãîë ìåæäó áîêîâûìè ñòîðîíàìè ðàâíîáåäðåííîãî òðå -

óãîëüíèêà, åñëè óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâåí: 1) 40� ; 2) 55� .
2. Íàéäèòå óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè

óãîë ìåæäó áîêîâûìè ñòîðîíàìè ðàâåí 80� .
3. Îäèí èç óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 40� . Íàéäèòå îñòàëüíûå

óãëû.
4. Äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4, à ïåðèìåòð åãî

ðàâåí 2; 8 ì. Íàéäèòå ñòîðîíû.
5. Â ðîìáå îäíà èç äèàãîíàëåé ðàâíà ñòîðîíå. Íàéäèòå óãëû.
6. Â ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèê, êàæäûé êàòåò êî-

òîðîãî 2 ì, âïèñàí êâàäðàò, èìåþùèé ñ íèì îáùèé óãîë. Íàéäèòå ïåðè-
ìåòð êâàäðàòà.

7. Äâå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 3 ì è 4 ì. Íàé-
äèòå òðåòüþ ñòîðîíó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

8. Íàéäèòå ñòîðîíó ðîìáà, åñëè åãî äèàãîíàëè ðàâíû 6 ñì è 8 ñì.
9. Âî ñêîëüêî ðàç ïëîùàäü êâàäðàòà, îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñ òè,

áîëüøå ïëîùàäè êâàäðàòà, âïèñàííîãî â òó æå îêðóæíîñòü?
10. ×åìó ðàâíû ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî ïåðèìåòð 74 äì,

à ïëîùàäü � 3 ì 2?
11. Íàéäèòå ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü íèêà

ñ ãèïîòåíóçîé a.
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12. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî îñ-
íîâàíèå 120ì, à áîêîâàÿ ñòîðîíà 100 ì?

13. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíû ðàâíû 13; 14; 15ñì.
14. Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà, åñëè äëèíà îêðóæíîñòè ðàâíà l.



Ãëàâà 2

Îñíîâû ñòåðåîìåòðèè.

2.1 Àêñèîìû ñòåðåîìåòðèè.

Ïëàíèìåòðèÿ èçó÷àåò ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, íî ìû æèâ¼ì â òð¼õì åð-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçäåë ãåîìåòðèè, îïè ñûâàþùèé
òð¼õìåðîíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ñòåðåîìåòðèåé íàçûâàåòñÿ ðàçäåë ãåîìåòðèè, èçó-
÷àþùèé ôèãóðû â ïðîñòðàíñòâå.

Çàìå÷àíèå. Îñíîâíûìè ôèãóðàìè ñòåðåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ òî÷êà, ïðÿ-
ìàÿ è ïëîñêîñòü. Èíûìè ñëîâàìè, îñíîâíûìè ôèãóðàìè ñòåðåîìåòðèè
ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûå ôèãóðû ïëàíèìåòðèè è ïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ
ïîëíîñòüþ êàæäóþ ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ ëþáûå å¼ òî÷êè. Ïëîñê îñòü
ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ìàëåíüêèìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè. Íàïðèì åð, �; �; 

è ò.ï.

Ðàññìîòðèì 3 íîâûå àêñèîìû:

Àêñèîìà 10. Êàêîâà áû íè áûëà ïëîñêîñòü, ñóùåñòâóþò òî÷êè, ïðè-
íàäëåæàùèå ýòîé ïëîñêîñòè, è òî÷êè, åé íå ïðèíàäëåæàùèå.

Àêñèîìà 11. Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî
îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Àêñèîìà 12. Åñëè äâå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî ÷åðåç íèõ
ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Óòâåðæäåíèå. Ñèñòåìà àêñèîì ñòåðåîìåòðèè ñîñòîèò èç òð¼õ àê-
ñèîì ñòåðåîìåòðèè (10 � 12) è äåâÿòè àêñèîì ïëàíèìåòðèè (1 � 9 ).

27
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Çàìå÷àíèå. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ïëàíèìåòðèè ìû ðàññìàòðèâàëè ëèøü
îäíó ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ñòðîèëè âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôèã óðû, à â
ñòåðåîìåòðèè ïëîñêîñòåé áåñêîíå÷íî ìíîãî, ôîðìóëèðîâêà à êñèîì 4, 7,
8 è 9, êàê àêñèîì ñòåðåîìåòðèè, òðåáóåò óòî÷íåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1 (î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ
ïðÿìóþ è äàííóþ òî÷êó) . ×åðåç ïðÿìóþ è íå ëåæàùóþ íà íåé òî÷êó
ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
AB � ïðÿìàÿ
(�)C =2 AB
Äîêàçàòü: 9!� jAB 2 �; C 2 �

I. Äîêàæåì, ÷òî ÷åðåç ïðÿìóþ AB è òî÷êó C ìîæíî ïðîâå-
ñòè ïëîñêîñòü � . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëîñêîñòè âîñïîëüçóåìñÿ àêñèîìîé
12. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ïðîâåñòè ïî àêñèîìå 1 ïðÿìóþ AC è ïî äâóì
ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì AB è AC ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü � .

II. Äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ïëîñêîñòü � åäèíñòâåííà. Äëÿ ýòî-
ãî ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîð àÿ äðó-
ãàÿ ïëîñêîñòü � , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ òåîðåìû è íåñîâïàäàþùàÿ
ñ ïëîñêîñòüþ � . Ïðÿìàÿ AB ïðèíàäëåæèò è ïëîñêîñòè � , è ïëîñêîñòè
� , ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñò åé � è � .
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà C ïðèíàäëåæèò êàê ïëîñêîñòè � , òàê è ïëîñêîñòè � ,
à, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé AB , ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ, òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü � ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ � ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà å äèíñòâåí-
íîñòü � .

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðîâåä¼ì AC (à. 1).

2. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïðÿìûì AB è AC (à. 12).

3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. 9� jAB 2 �; (�)C 2 �; � 6= � .

4. AB 2 �; AB 2 � ) AB = �
T

� (a. 11).

5. (�)C 2 �; (�)C 2 � ) (�)C 2 AB ) � � � ) ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåîðåìà 2.2 (î ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòüþ) . Åñëè äâå òî÷êè ïðÿ-
ìîé ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè, òî è âñÿ ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò ïëîñ êî-
ñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
a � ïðÿìàÿ
� 1 � ïëîñêîñòü
(�)A 2 a; (�)A 2 � 1;
(�)B 2 a; (�)B 2 � 1

Äîêàçàòü: a 2 � 1

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C, íå ëåæàùóþ íà ïðÿìîé a è ïîñòðîèì
ïî òåîðåìå 2.1 ïî ýòîé òî÷êå è ïðÿìîé a ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � 2. Åñëè
� 1 � � 2, òî òåîðåìà àâòîìàòè÷åñêè äîêàçàíà ( a 2 � 2 ïî ïîñòðîåíèþ
) a 2 � 1). Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ � 1 6= � 2. Â ñèëó
òîãî, ÷òî (�)A ïðèíàäëåæèò êàê ïëîñêîñòè � 1, òàê è ïëîñêîñòè � 2, (�)A
ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé b. Àíàëîãè÷íî, (�)B 2
b. Èç àêñèîìû 1 ñëåäóåò, ÷òî a � b. Òàêèì îáðàçîì, a 2 � 1

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. 8(�)C =2 a (à. 1).

2. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � 2 ïî ïðÿìîé a è (�)C (ò. 2.1).

3. Ïóñòü � 2 6= � 1.

4. (�)A 2 � 1; (�)A 2 � 2 ) (�)A 2 b= � 1
T

� 2 (a. 11).

5. (�)B 2 � 1; (�)B 2 � 2 ) (�)B 2 b.

6. a � b ) a 2 � 1.

Çàìå÷àíèå. Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò:

� ïðÿìàÿ ìîæåò ëåæàòü â ïëîñêîñòè;

� ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå;

� íå ïåðåñåêàòüñÿ.
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Òåîðåìà 2.3 (î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè äàí-
íûå òî÷êè) . ×åðåç òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé ìîæíî
ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
(�)A; B; C j(�)C =2 AB
Äîêàçàòü: 9!� j(�)A; B; C 2 �

Ïî àêñèîìå 1 ïîñòðîèì ïðÿìûå AB è BC. Ñ ïîìîùüþ àêñèîìû 12
÷åðåç äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå AB è BC ñòðîèì åäèíñòâåííóþ ïëîñ-
êîñòü � , êîòîðîé ïðèíàäëåæàò âñå òðè òî÷êè.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðîâåä¼ì AB è BC (à. 1).

2. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïðÿìûì AB è BC (à. 12).

Óòâåðæäåíèå. Ñóùåñòâóþò òî÷êè âíå äàííîé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè,
â êîòîðîé ëåæèò ïðÿìàÿ.

Òåîðåìà 2.4 (î ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòüþ íà äâà ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà). Ïëîñêîñòü ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî íà äâà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà. Åñëè òî÷êè X è Y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó, òî
îòðåçîê XY íå ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü. Åñëè æå òî÷êè X è Y ïðèíàä-
ëåæàò ðàçíûì ïîëóïðîñòðàíñòâàì, òî îòðåçîê XY ïåðåñåêàåò ïëîñ-
êîñòü.

Ýòó òåîðåìó ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â îäíîé èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàåò äðóãóþ ïëîñêîñòü, òî òî÷êà ïåðåñ å÷åíèÿ ëå-
æèò íà ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Çàäàíèÿ:
15. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ïðÿìóþ ìîæíî ïðîâåñòè äâå ðàçëè÷íûå

ïëîñêîñòè.
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16. Äàíû äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A. Äîêàæè-
òå, ÷òî âñå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå îáå äàííûå ïðÿìûå è íå ïðîõî äÿùèå
÷åðåç òî÷êóA, ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

17. Ìîæíî ëè ïðîâåñòè ïëîñêîñòü ÷åðåç òðè òî÷êè, åñëè ýòè òî÷êè
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé?

2.2 Ïàðàëëåëüíîñòü â ïðîñòðàíñòâå.

2.2.1 Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè:

1. ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè;

2. íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ, åñëè
îíè:

1. íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè;

2. íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðèñ. 2.1: Ïàðàëëåëüíûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ è ñêðåùèâàþùèåñÿ ï ðÿìûå
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Íà ðèñóíêå 2.1 ïðÿìûå a è b ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåA, ïðÿìûå b è c �
ïàðàëëåëüíû, òàê êàê ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè � è íå ïåðåñåêàþòñÿ, à
ïðÿìûå a è c � ñêðåùèâàþùèåñÿ, òàê êàê íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 2.5 (î ñóùåñòâîâàíèè ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé) . ×åðåç
òî÷êó âíå äàííîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíó þ äàí-
íîé è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
a � ïðÿìàÿ
(�)A =2 a
Äîêàçàòü: 9! ïðÿìàÿ a1j(�)A 2 a1; a1jja

I. Äîêàæåì, ÷òî ÷åðåç òî÷êó A ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ a1jja.
Ïî òåîðåìå 2.1, ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïðÿìîé a è òî÷êå A. Ïî àê-
ñèîìå 9 â ïëîñêîñòè � ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ a1, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé a è
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç (�)A.

II. Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ a1 áóäåò åäèíñòâåííîé. Äëÿ ýòîãî
ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêàÿ ïðÿìàÿ a2, íå ñîâïàäàþ-
ùàÿ ñ ïðÿìîé a1, êîòîðàÿ áû ñîäåðæàëà (�)A è áûëà ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé
a. Èç òîãî, ÷òî ïðÿìûå a2 è a ïàðàëëåëüíû, ñëåäóåò, ÷òî îíè ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì � 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî (�)A ëå-
æèò íà ïðÿìîé a2, ñëåäóåò, ÷òî(�)A ëåæèò â ïëîñêîñòè � 1. Èç òîãî, ÷òî
ïðÿìàÿ a è (�)A ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ � è � 1, ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 2.1, ñëå-
äóåò, ÷òî � � � 1, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ a2 ëåæèò â ïëîñêîñòè � , íî
ïî àêñèîìå 9, ÷åðåç òî÷êó íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè íå áîëå å îä-
íîé ïàðàëëåëüíîé äàííîé ïðÿìîé, à, çíà÷èò, a1 � a2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî è äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðÿìîé a1.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïðÿìîé a è òî÷êå A (ò. 2.1).

2. Ïðÿìàÿ a1 2 � ja1jja; (�)A 2 a1 (à. 9).

3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, 9a2j(�)A 2 a2; a2jja; a1 6= a2.

4. a2jja ) a2; a 2 � 1.

5. (�)A 2 a2; a2 2 � 1 ) (�)A 2 � 1.
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6. (�)A; a 2 �; (�)A; a 2 � 1 ) � � � 1 (ò. 2.1).

7. a2 2 � ) a1 � a2 (à. 9).

Äàëåå ðàññìîòðèì âàæíóþ òåîðåìó, êîòîðóþ íàðàâíå ñ àêñèîìî é 12 è
òåîðåìàìè 2.1 è 2.3 áóäåì ÷àñòî ïðèìåíÿòü ïðè ïîñòðîåíèè ïëî ñêîñòåé.

Òåîðåìà 2.6 (î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïà-
ðàëëåëüíûå ïðÿìûå) . ×åðåç äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ìîæíî ïðîâåñòè
ïëîñêîñòü, è ïðè òîì òîëüêî îäíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
a; b � ïðÿìûå
ajjb; a6= b
Äîêàçàòü: 9!� ja 2 �; b 2 �

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïëîñêîñòè � ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.1. Äî-
êàæåì åäèíñòâåííîñòü. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à è ìåííî ñó-
ùåñòâîâàíèå íåêîé ïëîñêîñòè � , ñîäåðæàùåé ïðÿìûå a è b è íåñîâïàäà-
þùàÿ ñ ïëîñêîñòüþ � . Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ a ëåæèò è â ïëîñêîñòè
� , è â ïëîñêîñòè � , òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêî-
ñòåé. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî è ïðÿìàÿ b ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïåðåñå÷å-
íèÿ ïëîñêîñòåé � è � , íî òîãäà ëèáî a � b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
(a 6= b), ëèáî � � � , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî è äîêàçûâàåò
åäèíñòâåííîñòü � .

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, 9� ja 2 �; b 2 �; � 6= � .

2. a 2 �; a 2 � ) a = �
T

� .

3. b2 �; b 2 � ) b= �
T

� .

4. � � � ) ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 2.7 (ïðèçíàê ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ) . Äâå ïðÿìûå, ïàðàë-
ëåëüíûå òðåòüåé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
a; b; c� ïðÿìûå
bjja
ajjc
Äîêàçàòü: bjjc

Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ïðÿìûå íàõîäèëèñü â îäíîé ïëîñêîñòè, á ûë
ðàññìîòðåí íàìè â ïëàíèìåòðèè, ïîýòîìó ïîëîæèì äàëåå, ÷òî â ñå òðè
ïðÿìûå íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïî òåîðåìå 2.6 ïîñòðîèì ïë îñêîñòè
� ja 2 �; c 2 �; b =2 � è � ja 2 �; b 2 �; c =2 � , ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ïðÿìîé
a. Íà ïðÿìîé bâîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó B. Ïî òåîðåìå 2.1 ïîñòðîèì
ïëîñêîñòü 
 jc 2 
; (�)B 2 
 . Ïî àêñèîìå 11, ïðÿìàÿ b1 áóäåò ïðÿìîé
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé 
 è � . Â ñèëó òîãî, a 6= c, ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ b1

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ � . À òàê êàê ïðÿìûå a è c ëåæàò â� , òî
ïðÿìûå b1, a è c íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìûå b1 è c ëåæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè 
 è íå ïåðåñåêàþòñÿ, îíè ïàðàëëåëüíû. Àíàëîãè÷íî,
äâå ïðÿìûå a è b1 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè � è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè
ïàðàëëåëüíû. Íî â ïëîñêîñòè � äâå ïðÿìûå b è b1, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
(�)B , ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé a, ñëåäîâàòåëüíî, b � b1. Â ñèëó òîãî, ÷òî
b1jj c, ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ja 2 �; c 2 �; b =2 � (ò. 2.6).

2. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ja 2 �; b 2 �; c =2 � (ò. 2.6).

3. 8(�)B 2 b.

4. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü 
 jc 2 
; (�)B 2 
 (ò. 2.1).

5. 

T

� = b1 (à. 11).

6. a 6= c ) b1
T

� = ?

7. a 2 �; c 2 � ) b1
T

a = ? ; b1
T

c = ? .
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8. b1 2 
; c 2 
 ) b1jj c.

9. b1 2 �; a 2 � ) b1jja.

10. b
T

b1 = ( �)B; bjja; b1jja ) b � b1 ) bjjc.

2.2.2 Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè,
åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ (íå èìåþò îáùèõ òî÷åê).

Òåîðåìà 2.8 (ïðèçíàê ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè) . Åñëè ïðÿ-
ìàÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíà êàêîé-íèáóä ü ïðÿìîé
â ýòîé ïëîñêîñòè, òî îíà ïàðàëëåëüíà è ñàìîé ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
� � ïëîñêîñòü
a; a1 � ïðÿìûå
a =2 �; a 1 2 �
ajja1

Äîêàçàòü: ajj �

Ïî òåîðåìå 2.6 ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ja 2 �; a 1 2 � , ïåðåñåêàþùó-
þñÿ ñ ïëîñêîñòüþ � ïî ïðÿìîé a1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî
9 (�)A = a

T
� . Â ñèëó òîãî, (�)A ïðèíàäëåæèò îáåèì ïëîñêîñòÿì � è � ,

îíà ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé èõ ïåðåñå÷åíèÿ � a1. À òàê êàê (�)A ïðèíàäëå-
æèò è ïðÿìîé a, è ïðÿìîé a1, îíà ÿâëÿåòñÿ èõ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ, íî
ïðÿìûå a è a1 ïàðàëëåëüíû! Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ïðÿìàÿ a íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ � , à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
îíà åé ïàðàëëåëüíà.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ja 2 �; a 1 2 � (ò. 2.6).
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2. �
T

� = a1.

3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. 9 (�)A = a
T

� .

4. (�)A 2 �; (�)A 2 � ) (�)A 2 a1.

5. a
T

a1 = ( �)A ) ïðîòèâîðå÷èå.

6. a
T

� = ? ; ) ajj � .

2.2.3 Ïàðàëëåëüíîñòü ïëîñêîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 2.2.4. Äâå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè
îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 2.9 (ïðèçíàê ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé) . Åñëè äâå ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïðÿìûå îäíîé ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû äâóì ïðÿìûì äð óãîé
ïëîñêîñòè, òî ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
�; � � ïëîñêîñòè
a1; a2; b1; b2 � ïðÿìûå
a1 2 �; a 2 2 �
b1 2 �; b 2 2 �
a1

T
a2 = A; b1

T
b2 = B

a1jjb1; a2jjb2

Äîêàçàòü: � jj �

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî ïëîñêîñòè � è � ïåðåñåêàþòñÿ ïî
ïðÿìîé c. Èç òîãî, ïðÿìàÿ a1, íå ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè � , ïàðàëëåëü-
íà ïðÿìîé b1, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè � , òî îíà ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè � .
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî a2jj � . Òàêèì îáðàçîì, a1 è a2, ïàðàëëåëüíûå
ïëîñêîñòè � , ïàðàëëåëüíû è ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé c. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.8, äâå ïðÿìûå a1 è a2, ïàðàëëåëüíûå òðåòüåé ïðÿìîé c, ïàðàë-
ëåëüíû, íî, ïî óñëîâèþ, îíè ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòè âîðå÷èå
ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî �

T
� , à, ñëåäîâàòåëüíî, � jj � .
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Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî �
T

� = c.

2. a1jjb1; a1 =2 �; b 1 2 � ) a1jj � .

3. a2jj � .

4. a1jj c; a2jj c.

5. a1jja2 (ò. 2.8).

6. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, � jj � .

Òåîðåìà 2.10 (î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé äàííîé ïëîñ-
êîñòè). ×åðåç òî÷êó âíå äàííîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü,
ïàðàëëåëüíóþ äàííîé, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
� � ïëîñêîñòü
(�)A =2 � � ïðÿìûå
Äîêàçàòü: 9!� j� jj �

I. Äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ïëîñêîñòü ñóùåñòâóåò. Ïðîâåä¼ì â ïëîñ-
êîñòè � ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A0 2 � ïðÿìûå a è b. ×åðåç òî÷êó A
ïðîâåä¼ì ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûå èì ïðÿìûå a1 è b1. Ïî àêñèî-
ìå 12 ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ÷åðåç äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå a1 è b1.
Èç òîãî, ÷òî äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå a è b, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè
� , ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì a1 è b1,
ëåæàùèì â ïëîñêîñòè � , ïî òåîðåìå 2.9 ñëåäóåò, ÷òî � jj � .

II. Äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ïëîñêîñòü åäèíñòâåííà. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå, à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêàÿ ïëîñêîñòü 
 j (�)A 2 
; 
 jj �; 
 6=
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� . Âîçüì¼ì â ïëîñêîñòè 
 ïðîèçâîëüíóþ (�)C, êîòîðàÿ íå ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè � . Â ïëîñêîñòè � âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó B. Ïî òî÷êàì
A; B; C , ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3, ìîæíî ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü � . Ïðÿìûå
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè � ñ ïëîñêîñòÿìè �; �; 
 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåí-
íî çà a; b; c. Òàê êàê ïðÿìàÿ a ëåæèò â ïëîñêîñòè � è ïëîñêîñòè � è
� ïàðàëëåëüíû, òî ïðÿìûå a è b íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êðîìå ýòîãî, îíè åù¼
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè � , òàêèì îáðàçîì, îíè ïàðàëëåëüíû. Àíàëî-
ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ a è c. Â ñèëó òåîðåìû 2.8,
äâå ïðÿìûå b è c, ïàðàëëåëüíûå òðåòüåé ïðÿìîé a, ïàðàëëåëüíû, íî ïî
ïîñòðîåíèþ b è c ïåðåñåêàþòñÿ â(�)A, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå b è c
ñîâïàäàþò. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà (�)C, ïëîñêîñòè 
 è � ñîâ-
ïàäàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, à, çíà÷èò, òàêàÿ ï ëîñêîñòü
åäèíñòâåííà.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðîâåä¼ì ïðÿìûå a; b2 � j a
T

b= ( �)A0.

2. Ïðîâåä¼ì ïðÿìûå a1; b1 j a1jja; b1jjb; a1
T

b1 = ( �)A.

3. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ÷åðåç äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå a1 è b1

(à. 12).

4. � jj � (ò. 2.9).

5. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî 9
 j (�)A 2 
; 
 jj �; 
 6= � .

6. 8(�)C 2 
 j (�)C =2 � .

7. 8(�)B 2 � .

8. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ÷åðåç 3 òî÷êèA; B; C (ò. 2.3).

9. �
T

� = a; �
T

� = b; �
T


 = c.

10. a 2 �; � jj � ) ajjb.

11. Àíàëîãè÷íî, cjja.

12. bjjc (ò. 2.8).

13. b � c.

14. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà (�)C ) 
 � � ) ïðîòèâîðå÷èå.
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2.2.4 Ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé.

Òåîðåìà 2.11 (I ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé) . Åñëè äâå ïàðàë-
ëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ òðåòüåé, òî ïðÿìûå ïåðåñå÷ åíèÿ ïà-
ðàëëåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
�; �; 
 � ïëîñêîñòè
� jj �



T
� = a; 


T
� = b

Äîêàçàòü: ajjb

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå a è b ëåæàò â ïëîñêîñòè 
 . Êðîìå òîãî, ýòè
ïðÿìûå ïðèíàäëåæàò ïàðàëëåëüíûì ïëîñêîñòÿì � è � , à, ñëåäîâàòåëüíî,
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.1, ñëåäóåò, ÷òîajjb.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. a 2 
; b 2 
 .

2. a
T

b= ? ; ) ajjb.

Òåîðåìà 2.12 (II ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé) . Îòðåçêè ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëî ñêî-
ñòÿìè, ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
�; � � ïëîñêîñòè
� jj �
a; b � ïðÿìûå
ajjb
a

T
� = A; a

T
� = D

b
T

� = B; b
T

� = C
Äîêàçàòü: AD = BC
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Èç òîãî, ÷òî ïðÿìûå a è b ïàðàëëåëüíû, ñëåäóåò, ÷òî îòðåçêè AD
è BC, ëåæàùèå íà íèõ, òàêæå ïàðàëëåëüíû. Ïî òåîðåìå 2.6 ïîñòðîèì
ïëîñêîñòü 
 , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå a è b. Òàê êàê
ïëîñêîñòü 
 ïåðåñåêàåò äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè� è � ïî ïðÿìûì, ñî-
äåðæàùèì îòðåçêè AB è CD, à, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.11, ýòè ïðÿìûå ïàðàë-
ëåëüíû, òî AB jjCD. Ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD . Ó ýòîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû ( AB jjCD; AD jjBC),
çíà÷èò, ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì. Ó ïàðàëëåëîãðàììà ïðîòèâîïîëîæ-
íûå ñòîðîíû ðàâíû, à, çíà÷èò, AD = BC.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. AD jjBC.

2. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü 
 ïî äâóì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì a è b(ò. 2.6).

3. AB jjCD.

4. Ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD : AB jjCD; AD jjBC ) ABCD
� ïàðàëëåëîãðàìì ) AD = BC.

Çàäàíèÿ:
18. Äàí òðåóãîëüíèê ABC . Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AB , ïå-

ðåñåêàåò ñòîðîíó AC ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå A1, à ñòîðîíó BC � â
òî÷êå B1. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà A1B1, åñëè: a)AB = 15 ñì, AA 1 : AC =
2 : 3; b) AB = 8 ñì, AA 1 : A1C = 5 : 3.

19. ×åðåç äàííóþ òî÷êó ïðîâåäèòå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ êàæäîé
èç äâóõ äàííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé.

20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò îäíó èç äâóõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ, òî îíà ïåðåñåêàåò è äðóãóþ.

21. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îäíó èç äâóõ ïàðàëëåëüí ûõ
ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàåò è äðóãóþ.

22. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïà-
ðàëëåëüíî äàííîé ïëîñêîñòè, ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
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2.3 Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü â ïðîñòðàíñòâå.

2.3.1 Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, åñ-
ëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Ðèñ. 2.2: Èëëþñòðàöèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ è íå ïåðïåíäèêóëÿð íûõ ïðÿ-
ìûõ.

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 2.2 ïðÿìûå a è b ïåðïåíäèêóëÿðíû, à ïðÿìûå
a è c � íåò.

Òåîðåìà 2.13 (î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå) . Åñëè
äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî äâó ì ïåðïåí-
äèêóëÿðíûì ïðÿìûì, òî îíè òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
a; a1; b; b1 � ïðÿìûå
a? b; a1

T
b1 = C1

ajja1; bjjb1

Äîêàçàòü: a1? b1
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Ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìûå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, äîêàçûâàëñÿ â ïëà-
íèìåòðèè. Ðàññìîòðèì äàëåå ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìûå íå ëåæàò â î äíîé
ïëîñêîñòè. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìûå a è b ïåðïåíäèêóëÿðíû, îíè ïåðåñå-
êàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì (�)C. Ïî àêñèîìå 12
ïîñòðîèì ïëîñêîñòè � è � 1, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå
a, b è a1, b1 ñîîòâåòñòâåííî. Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå a è b, ëåæà-
ùèå â ïëîñêîñòè � , ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ
ïðÿìûì a1 è b1, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè � 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.9, ïëîñêî-
ñòè � è � 1 ïàðàëëåëüíû. Ïðîâåä¼ì îòðåçîê CC1 è âîçüì¼ì íà ïðÿìûõ
a è b ïðîèçâîëüíûå òî÷êè (�)A è (�)B ñîîòâåòñòâåííî. Ïî òåîðåìå 2.1,
ïîñòðîèì ïëîñêîñòè � è � 1, ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ïðÿìóþ
a1 è òî÷êó A è ÷åðåç ïðÿìóþ b1 è òî÷êó B. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå a è
b ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ýòèì ïëîñêîñòÿì. Òàê êàê ïðÿìû å a è b
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåC, à a1 è b1 � â òî÷êå C1, à ïðèíàäëåæàò îíè ïëîñêî-
ñòÿì � è � 1, òî î÷åâèäíî, ÷òî ïëîñêîñòè � è � 1 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé,
ñîäåðæàùåé îòðåçîê CC1. Âîçüì¼ì òî÷êó (�)A1 íà ïðÿìîé a1 òàê, ÷òî-
áû îòðåçêè AA 1 è CC1 áûëè ïàðàëëåëüíû. Àíàëîãè÷íî, âîçüì¼ì òî÷êó
(�)B1 íà ïðÿìîé b1 òàê, ÷òîáû îòðåçêè BB 1 è CC1 áûëè ïàðàëëåëüíû.
Â ñèëó òîãî, ÷òî îòðåçêè AC è A1C1 ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
a è a1, îíè ïàðàëëåëüíû, à, êðîìå òîãî, ïàðàëëåëüíû è îòðåçêè AA 1

è CC1, òîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèêCAA1C1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, à,
çíà÷èò, A1C1 = AC. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî CBB 1C1 òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì è B1C1 = BC. Ïðîâåä¼ì îòðåçêè AB
è A1B1. Ïî òåîðåìå 2.6 ïîñòðîèì ïëîñêîñòü 
 ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿ-
ìûì, ñîäåðæàùèì îòðåçêè AA 1 è BB 1. Î÷åâèäíî, ÷òî îòðåçêè AB è
A1B1 ëåæàò â ïëîñêîñòè 
 . Â ñèëó òîãî, ÷òî îòðåçêè AB è A1B1 ëå-
æàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ � è � 1 ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìûå AB è
A1B1 íå ïåðåñåêàþòñÿ, è, êðîìå òîãî, îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè 
 , òî,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ 2.2.1, îíè ïàð àëëåëüíû.
Òàê êàê îòðåçêè AA 1 è BB 1 ïàðàëëåëüíû îòðåçêó CC1, òî ïî òåîðå-
ìå 2.7 îíè ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé, êðîìå òîãî, ïàðàëëåëüíû îòðåçêè
AB è A1B1, òîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèêABB 1A1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì, à, çíà÷èò, A1B1 = AB . Ðàññìîòðèì äàëåå òðåóãîëüíèêè 4 ABC è
4 A1B1C1. Â ñèëó òîãî, ÷òî A1C1 = AC, B1C1 = BC è A1B1 = AB ,
4 ABC = 4 A1B1C1 ïî òðåòüåìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, à,
ñëåäîâàòåëüíî, \ A1C1B1 = \ ACB = 90� , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî óãîë ìåæäó
ïðÿìûìè a1 è b1 ðàâåí 90� èëè a1? b1.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. a
T

b= C.

2. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì a è b (à. 12).
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3. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � 1 ïî ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì a1 è b1 (à. 12).

4. � jj � 1 (ò. 2.9).

5. Ïðîâåä¼ì CC1.

6. 8(�)A 2 a; 8(�)B 2 b.

7. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïðÿìîé a1 è òî÷êå A (ò. 2.1).

8. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � 1 ïî ïðÿìîé b1 è òî÷êå B (ò. 2.1).

9. a 2 �; b 2 � 1.

10. �
T

� 1 = CC1.

11. Âîçüì¼ì (�)A1 2 a1 j AA 1jjCC1.

12. Âîçüì¼ì (�)B1 2 b1 j BB 1jjCC1.

13. ×åòûð¼õóãîëüíèêCAA1C1 � ïàðàëëåëîãðàìì ) A1C1 = AC.

14. ×åòûð¼õóãîëüíèêCBB 1C1 � ïàðàëëåëîãðàìì ) B1C1 = BC.

15. Ïðîâåä¼ì AB è A1B1.

16. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü 
 ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì AA 1 è BB 1 (ò. 2.6).

17. AB 2 
; A 1B1 2 
 .

18. AB jjA1B1 (î. 2.2.1).

19. AA 1jjBB 1; AB jjA1B1; ) ÷åòûð¼õóãîëüíèêABB 1A1 � ïàðàëëåëî-
ãðàìì ) A1B1 = AB .

20. Ðàññìîòðèì 4 ABC è 4 A1B1C1:

(a) A1C1 = AC;

(b) B1C1 = BC;

(c) A1B1 = AB

) 4 ABC = 4 A1B1C1 (ïð. III) ) \ A1C1B1 = \ ACB = 90� )

\
z }| {
a1; b1 = 90� ) a1? b1.
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2.3.2 Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü, íàçûâàåòñÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ýòîé ïëîñêîñòè, åñëè îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ëþ áîé ïðÿ-
ìîé, êîòîðàÿ ëåæèò â äàííîé ïëîñêîñòè è ïðîõîäèë ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ äàííîé ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 2.14 (ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè) . Åñëè
ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì, ëåæàù èì â
ïëîñêîñòè, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííîé ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
� � ïëîñêîñòü
a; b; c� ïðÿìûå
a =2 �; b 2 �; c 2 �
a

T
b

T
c = A; a? b; a? c

Äîêàçàòü: a? �

Â ïëîñêîñòè � ïðîâåä¼ì ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå x, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç òî÷êó A, è y, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé y ñ ïðÿìûìè b, c è x îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî B , C è X . Íà
ïðÿìîé a âûáåðåì îòðåçîê A1A2 òàê, ÷òî A1A = AA 2. Ïðîâåä¼ì îòðåç-
êè A1C è A2C. Ðàññìîòðèì 4 CA1A2. Ñ îäíîé ñòîðîíû, AC ëåæèò íà
ïðÿìîé c, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé a, à, ñëåäîâàòåëüíî, AC �
âûñîòà ê ñòîðîíå A1A2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîãî, ÷òî A1A = AA 2,
AC � ìåäèàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, 4 CA1A2 � ðàâíîáåäðåííûé, à, çíà÷èò,
A1C = A2C. Ïðîâåä¼ì îòðåçêè A1B è A2B. Ðàññìîòðèì 4 BA 1A2. Êàê è
â 4 CA1A2, BC � âûñîòà è ìåäèàíà, îïóùåííàÿ ê ñòîðîíå A1A2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 4 BA 1A2 òîæå ðàâíîáåäðåííûé, à, çíà÷èò, A1B = A2B. Ðàññìîò-
ðèì 4 A1BC è 4 A2BC. Òàê êàêA1C = A2C, A1B = A2B, à BC � îáùàÿ,
òî 4 A1BC = 4 A2BC ïî òðåòüåìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ,
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à, çíà÷èò, \ A1BC = \ A2BC èëè \ A1BX = \ A2BX . Ïðîâåä¼ì îòðåç-
êè A1X è A2X è ðàññìîòðèì 4 A1BX è 4 A2BX . Òàê êàêA1B = A2B,
\ A1BX = \ A2BX , à BX � îáùàÿ, òî 4 A1BX = 4 A2BX ïî ïåðâîìó
ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, à, çíà÷èò, A1X = A2X . Ðàññìîòðèì
4 XA 1A2. Òàê êàêA1X = A2X , 4 XA 1A2 � ðàâíîáåäðåííûé, à, çíà÷èò,
AX � âûñîòà, ìåäèàíà è áèññåêòðèñà. Ñëåäîâàòåëüíî, a? x, à â ñèëó ïðî-
èçâîëüíîñòè âûáîðà ïðÿìîé x è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.3.2, a? � .

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. 8x 2 �; 8y 2 � j (�)A 2 x; (�)A =2 y.

2. y
T

b= ( �)B; y
T

c = ( �)C; y
T

x = ( �)X .

3. A1A2 2 a j A1A = AA 2

4. Ïðîâåä¼ì A1C è A2C.

5. Ðàññìîòðèì 4 CA1A2: AC � âûñîòà è ìåäèàíà ) 4 CA1A2 � ðàâíî-
áåäðåííûé ) A1C = A2C.

6. Ïðîâåä¼ì A1B è A2B.

7. Ðàññìîòðèì 4 BA 1A2: BC � âûñîòà è ìåäèàíà ) 4 BA 1A2 � ðàâ-
íîáåäðåííûé ) A1B = A2B.

8. Ðàññìîòðèì 4 A1BC è 4 A2BC:

(a) A1C = A2C;

(b) A1B = A2B;

(c) BC � îáùàÿ

) 4 A1BC = 4 A2BC (ïð. III) ) \ A1BC = \ A2BC ) \ A1BX =
\ A2BX .

9. Ïðîâåä¼ì îòðåçêè A1X è A2X .

10. Ðàññìîòðèì 4 A1BX è 4 A2BX :

(a) A1B = A2B;

(b) BX � îáùàÿ;

(c) \ A1BX = \ A2BX

) 4 A1BX = 4 A2BX (ïð. I) ) A1X = A2X .
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11. Ðàññìîòðèì 4 XA 1A2: A1X = A2X ) 4 XA 1A2 � ðàâíîáåäðåííûé
) AX � âûñîòà ) a? x.

12. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïðÿìîé x, a? � (î. 2.3.2).

Çàìå÷àíèå. ×åðåç äàííóþ òî÷êó ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè îäíó è òîëüêî
îäíó ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé ïëîñêîñòü.

Çàìå÷àíèå. ×åðåç äàííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè îäíó è òîëü-
êî ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé ïðÿìóþ.

2.3.3 Ñâîéñòâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé è ïëîñêî-
ñòè.

Òåîðåìà 2.15 (I ñâîéñòâî) . Åñëè ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé èç
äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è äðóãîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
� � ïëîñêîñòü
a; b � ïðÿìûå
ajjb; a? �
Äîêàçàòü: b? �

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a è b ñ ïëîñêîñòüþ � îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî A è B. Â ïëîñêîñòè � ÷åðåç òî÷êóB ïðîâåä¼ì ïðîèçâîëüíóþ
ïðÿìóþ y, à ÷åðåç òî÷êóA ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ x ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé y.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ a ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè � , ïðÿìûå x è
a ïåðïåíäèêóëÿðíû. Òàê êàê ïðÿìûå x è y, à òàêæå ïðÿìûå a è b, ïà-
ðàëëåëüíû è ïðÿìûå x è a ïåðïåíäèêóëÿðíû, ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå y è b
ïåðïåíäèêóëÿðíû, à â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïðÿìîé y, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 2.3.2, ïðÿìàÿ b áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè � .

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. a
T

� = ( �)A; b
T

� = ( �)B .

2. 8y 2 � j (�)B 2 y.
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3. x 2 � j (�)A 2 x; x jjy.

4. a? � ) x? a.

5. y? b

6. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïðÿìîé y, b? � (î. 2.3.2).

Òåîðåìà 2.16 (II ñâîéñòâî) . Äâå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îäíîé è
òîé æå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
� � ïëîñêîñòü
a; b � ïðÿìûå
a? �; b ? �
Äîêàçàòü: ajjb

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî ïðÿìûå a è b íå ïàðàëëåëüíû.
Òîãäà íà ïðÿìîé b âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C, íå ëåæàùóþ â ïëîñ-
êîñòè � è ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïðÿìóþ c ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé a. Â ñèëó
òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ a ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè � , à ïðÿìàÿ c ïàðàë-
ëåëüíà ïðÿìîé a, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.15, ïðÿìàÿ c ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïëîñêîñòè � . Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ c è b ñ ïëîñêîñòüþ � îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî A è B. Ïðîâåä¼ì â ïëîñêîñòè � ïðÿìóþ AB . Ðàññìîòðèì
ïîëó÷èâøèéñÿ òðåóãîëüíèê 4 ABC . Òàê êàê ïðÿìàÿ c ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïëîñêîñòè � , òî \ CAB = 90� . Íî è ïðÿìàÿ b ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêî-
ñòè � , à, çíà÷èò, è \ CBA = 90� . Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêà 4 ABC
íå ñóùåñòâóåò, ò.å. ïðÿìûå c è b ñîâïàäàþò, ò.å. ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå,
êîòîðîå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî a , b.

2. 8(�)C 2 b j (�)C =2 � .

3. Ïðîâåä¼ì c j (�)C 2 c; cjja.

4. c? � (ò. 2.15).
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5. c
T

� = ( �)A; b
T

� = ( �)B .

6. Ïðîâåä¼ì AB 2 � .

7. Ðàññìîòðèì 4 ABC : \ CAB = 90� , \ CBA = 90� ) @4 ABC )
c � b � ïðîòèâîðå÷èå.

2.3.4 Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïëîñêîñòåé

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûìè, åñëè òðåòüÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþò èõ ïî ïåðïåíäèêóëÿð íûì ïðÿ-
ìûì.

Ðèñ. 2.3: Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïëîñêîñòåé.
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Íà ðèñóíêå 2.3 ïðÿìàÿ c = �
T

� ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè 
 . Ïëîñ-
êîñòü 
 ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòè � è � ïî ïðÿìûì a è b ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå ãîâîðèò, ÷òî åñëè a? b, òî � ? � .

Óòâåðæäåíèå. Ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ëèíèè ïåðåñå÷å-
íèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé ïåðåñåêàåò èõ ïî ïåðïåíäè êóëÿðíûì
ïðÿìûì.

Òåîðåìà 2.17 (ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé) . Åñëè ïëîñ-
êîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äðóãîé ïëîñ êîñòè, òî
ýòè ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
�; � � ïëîñêîñòè
b � ïðÿìàÿ
b2 �; b ? �
Äîêàçàòü: � ? �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ðèñóíîê 2.3. Ïðÿìóþ ïåðå-
ñå÷åíèþ ïëîñêîñòåé � è � îáîçíà÷èì ÷åðåç c. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ b
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè � , îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé â íåêîòîðîé òî÷-
êå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì (�)A. Ïðîâåä¼ì â ïëîñêîñòè � ÷åðåç òî÷êóA
ïðÿìóþ a ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé c. ×åðåç ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå
a è b ïî òåîðåìå 2.1 ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòü 
 . Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå a è b
ïåðïåíäèêóëÿðíû, òàê êàê îíè ïåðåñåêàþòñÿ è ïðÿìàÿ b ïåðïåíäèêóëÿð-
íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæèò ïðÿìàÿ a. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðÿìûå b è c ïåðïåíäèêóëÿðíû. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìûå a è c ïåðïåí-
äèêóëÿðíû è ïðÿìûå b è c ïåðïåíäèêóëÿðíû, êðîìå òîãî, ïðÿìûå a è b
ëåæàò â ïëîñêîñòè 
 , òîãäà ïî òåîðåìå 2.14, ïðÿìàÿ c ïåðïåíäèêóëÿð-
íà ïëîñêîñòè 
 . Òàê ïëîñêîñòü 
 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòåé � è � è ïåðåñåêàåò ýòè ïëîñêîñòè ïî ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïðÿ-
ìûì a è b ñîîòâåòñòâåííî, òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.3, ïëîñêîñòè � è �
ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. �
T

� = c.

2. b? � ) b
T

c = A.

3. Ïðîâåä¼ì a 2 � j (�)A 2 a; a? c.

4. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü 
 ïî ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì a è b (ò. 2.1).

5. a? b.
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6. b? c.

7. c? 
 (ò. 2.14).

8. � ? � (î. 2.3.3).

Çàäàíèÿ:
23. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî

ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé ïðÿìóþ.
24. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî

ïðîâåñòè äâå ðàçëè÷íûå ïåðïåíäèêóëÿðíûå åé ïðÿìûå.
25. Ïðÿìûå AB , AC è AD ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå îòðå-

çîê CD, åñëè: a)AB = 3ñì ; BC = 7ñì ; AD = 1; 5ñì; a) BD = 9ñì ; BC =
16ñì ; AD = 5ñì.

26. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ â äàííîé ïëîñêîñòè,
íåëüçÿ ïðîâåñòè áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñ êîñòè.

27. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè îäíó
è òîëüêî îäíó ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòü.

28. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè
îäíó è òîëüêî îäíó ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé ïðÿìóþ.

29. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó A ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äàííîé ïëîñêîñòè � .

30. ×åðåç òî÷êè A è B ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñ-
êîñòè � , ïåðåñåêàþùèå å¼ â òî÷êàõC è D ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, åñëèAC = 3ì ; BD = 2ì ; CD = 2; 4ì è
îòðåçîê AB íå ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü � .

2.4 Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì èç äàííîé, íå ëå-
æàùåé íà ïëîñêîñòè, òî÷êè íà äàííóþ ïëîñêîñòü, íàçûâàåòñÿ î òðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé äàííóþ òî÷êó ñ òî÷êîé ïëîñêîñòè è ëåæàùèé íà ïðÿ ìîé,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Îñíîâàíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà íàçûâàåòñÿ ëåæàùèé
â ïëîñêîñòè êîíåö ïåðïåíäèêóëÿðà.
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Îïðåäåëåíèå 2.4.3. Íàêëîííîé, ïðîâåä¼ííîé èç äàííîé, íå ëåæàùåé
íà ïëîñêîñòè, òî÷êè ê äàííîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ ëþáîé îò ðåçîê, ñî-
åäèíÿþùèé äàííóþ òî÷êó ñ òî÷êîé ïëîñêîñòè, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïå ðïåí-
äèêóëÿðîì ê ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.4.4. Îñíîâàíèåì íàêëîííîé íàçûâàåòñÿ ëåæàùèé â ïëîñ-
êîñòè êîíåö íàêëîííîé.

Îïðåäåëåíèå 2.4.5. Ïðîåêöèåé íàêëîííîé íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîåäè-
íÿþùèé îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà è íàêëîííîé, ïðîâåä¼ííûõ èç îäíîé
òî÷êè.

Ðèñ. 2.4: Ïåðïåíäèêóëÿð, íàêëîííàÿ è ïðîåêöèÿ.

Íà ðèñóíêå 2.4, AB � ïåðïåíäèêóëÿð, òî÷êà B � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, AC � íàêëîííàÿ, òî÷êà C � îñíîâàíèå íàêëîííîé AC, BC �
ïðîåêöèÿ íàêëîííîé AC.

Îïðåäåëåíèå 2.4.6. Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ
äëèííà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïëîñêîñ òü.

Îïðåäåëåíèå 2.4.7. Ðàññòîÿíèåì îò ïðÿìîé äî ïàðàëëåëüíîé åé ïëîñ-
êîñòè íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè äàííîé ïðÿìîé äî ïëîñêî-
ñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.4.8. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè
íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè îäíîé ïëîñêîñòè äî äðó ãîé ïëîñ-
êîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 2.4.9. Îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ
ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ îòðåçîê ñ êîíöàìè íà ýòèõ ïðÿìûõ, ÿâëÿþùè éñÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîì ê êàæäîé èç íèõ.

Óòâåðæäåíèå. Äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå èìåþò îáùèé ïåðïåíäè-
êóëÿð, è ïðèòîì òîëüêî îäèí. Îí ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïåðïåíäèêóëÿ ðîì
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòè ïðÿìûå.

Îïðåäåëåíèå 2.4.10. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ-
ìûìè íàçûâàåòñÿ äëèííà èõ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà.

Òåîðåìà 2.18 (î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ) . Åñëè ïðÿìàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ íà
ïëîñêîñòè ÷åðåç îñíîâàíèå íàêëîííîé, ïåðïåíäèêóëÿðíà å¼ ï ðîåêöèè, òî
îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà íàêëîííîé. Îáðàòíî, åñëè ïðÿìàÿ íà ïëî ñêîñòè
ïåðïåíäèêóëÿðíà íàêëîííîé, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è å¼ ïðî åêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà ïðÿìîå óòâåðæäåíèå.
Äàíî:
� � ïëîñêîñòü
AC � íàêëîííàÿ
BC � ïðîåêöèÿ AC
c � ïðÿìàÿ
c 2 �; (�)C 2 c c? BC
Äîêàçàòü: c? AC

Ðèñ. 2.5: Ðèñóíîê äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.18.

×åðåç òî÷êó C ïðîâåä¼ì îòðåçîê A0C, ïàðàëëåëüíûé è ðàâíûé îòðåç-
êó AB . Òàê êàêAB � ïåðïåíäèêóëÿð, à îòðåçêè A0C è AB ïàðàëëåëüíû,
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òî ïî òåîðåìå 2.15 A0C òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïëîñêîñòè � .
×åðåç ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå îòðåçêè AB è A0C, ïî òåîðå-
ìå 2.6 ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòü � . Â ñèëó òîãî, ÷òî îòðåçîê A0C ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí ïëîñêîñòè � , a ïðÿìàÿ c ëåæèò â íåé, ïðÿìàÿ c áóäåò ïåðïåíäè-
êóëÿðíà îòðåçêó A0C. Òàê êàê ïðÿìàÿ c ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêàì BC
è A0C, êîòîðûå ëåæàò â ïëîñêîñòè � è ïåðåñåêàþòñÿ, òî ïî òåîðåìå 2.14
îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è ïëîñêîñòè � . Òàê êàê îòðåçîê AC ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè � , (�)C ëåæèò íà ïðÿìîé c, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè � ,
òî ïðÿìàÿ c ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó AC.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðîâåä¼ì A0C j A0CjjAB; A 0C = AB .

2. AB � ïåðïåíäèêóëÿð, A0CjjAB; ) A0C � ïåðïåíäèêóëÿð ê � (ò. 2.15).

3. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì, ñîäåðæàùèì AB
è A0C (ò. 2.6).

4. A0C? �; c 2 � ) c? A0C.

5. c? � (ò. 2.14).

6. AC 2 � , (�)C 2 c, c? � ) c? AC.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Äîêàæåì òåïåð ü îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Äàíî:
� � ïëîñêîñòü
AC � íàêëîííàÿ
BC � ïðîåêöèÿ AC
c � ïðÿìàÿ
c 2 �; (�)C 2 c c? AC
Äîêàçàòü: c? C

Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ. Òàê êàê ïðÿìàÿ c ïåðïåíäèêóëÿð-
íà îòðåçêàì AC è A0C, êîòîðûå ëåæàò â ïëîñêîñòè � è ïåðåñåêàþòñÿ, òî
ïî òåîðåìå 2.14 îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è ýòîé ïëîñêîñòè. Òàê êà ê îòðåçîê
BC ëåæèò â ïëîñêîñòè � è ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé c, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ýòîé ïëîñêîñòè, òî îí ïåðïåíäèêóëÿðåí ýòîé ïðÿìîé.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. c? AC 2 � , c? A0C 2 �; AC
T

A0C ) c? � (ò. 2.14).

2. BC 2 � , (�)C 2 c, c? � ) c? BC.
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Çàäàíèÿ:
31. Ñòîðîíû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 3 ì. Íàéäèòå ðàñ-

ñòîÿíèå äî ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà îò òî÷êè, êîòîðàÿ íàõîäè òñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè 2 ì îò êàæäîé èç åãî âåðøèí.

32. Èç òî÷êè ê ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå, ðàâíûå 10 ñì è
17 ñì. ðàçíîñòü ïðîåêöèé ýòèõ íàêëîííûõ ðàâíà 9 ñì. Íàéäèòå ïðîåêöèè
ýòèõ íàêëîííûõ.

33. Èç òî÷êè ê ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå. Íàéäèòå äëèí-
íû íàêëîííûõ, åñëè: îäíà èç íèõ íà 26 ñì áîëüøå äðóãîé, à ïðîåêöèè
íàêëîííûõ ðàâíû 12 ñì è 40 ñì.

34. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû îòðåçêà AB äî ïëîñêîñòè, íå
ïåðåñåêàþùåé ýòîò îòðåçîê, åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷åê A è B äî ïëîñêîñòè
ðàâíû 3; 2 ñì è 5; 3 ñì.

35. Èç âåðøèí A è B ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC âîññòà-
íîâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðû AA 1 è BB 1 ê ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà. Íàé-
äèòå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû C äî ñåðåäèíû îòðåçêà A1B1, åñëèAB =
2ì ; CA1 = 3ì ; CB1 = 7ì è îòðåçîê A1B1 íå ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü òðå-
óãîëüíèêà.

36. Èç òî÷åê A è B, ëåæàùèõ â äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ,
îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû AC è BD íà ïðÿìóþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà AB , åñëè: 1)AC = 6ì ; BD = 7ì ; CD = 6ì, 2)
AC = 3ì ; BD = 4ì ; CD = 12ì.

2.5 Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè.

2.5.1 Óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè.

Óãëîì ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøà ÿ
óãëîâàÿ ìåðà ñìåæíîãî óãëà. Íî êàê îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó ñêð åùèâàþ-
ùèìèñÿ ïðÿìûìè, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è, ñîîòâåòñòâåííî , ñìåæíûõ
óãëîâ íåò.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Óãëîì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàçû-
âàåòñÿ óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, êîòîðûå ïàðàëë åëüíû
äàííûì ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì.

Óòâåðæäåíèå. Óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íå çàâèñèò
îò òîãî, êàêèå âçÿòû ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü äàíû ïðÿìûå a, ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü
� â òî÷êå A, è b, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè � è íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
A.

Ðèñ. 2.6: Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ ìûìè.

Âûáåðåì íà ïðÿìîé b ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A0 è ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼
ïðÿìóþ a0 ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé a, òîãäà óãîë � ìåæäó ïðÿìûìè a0 è b è
áóäåò èñêîìûì óãëîì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè a è b.

2.5.2 Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 2.5.2. Ïðîåêöèåé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòü íàçûâàþò ïðÿ-
ìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïðîåêöèþ ëþáîé íàêëîííîé, êîòîðóþ ïî ëíîñòüþ
ñîäåðæèò ïðÿìàÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.5.3. Óãëîì ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ
óãîë ìåæäó ïðÿìîé è å¼ ïðîåêöèåé íà ýòó ïëîñêîñòü.

Óòâåðæäåíèå. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ äîïîëíÿåò äî 90�

óãîë ìåæäó ýòîé ïðÿìîé è ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïëîñêîñòè â òî÷êå ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòüþ.

2.5.3 Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.5.4. Óãëîì ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè íàçûâàåòñÿ óãîë
ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, îáðàçîâàííûìè ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ ïëîñ êîñòåé ñ
ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëî ñêîñòåé.
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Çàìå÷àíèå. Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè íå çàâèñèò îò âûáîðà ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé.

Âñïîìíèì òåìó �ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïëîñêîñòåé� (ñì. 2.3.4 , ñòð. 48).
Íà ðèñóíêå 2.3 óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè � è � ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìû-
ìè a è b. Â íàøåì ñëó÷àå îí ðàâíÿëñÿ 90� .

Çàäàíèÿ:
37. Ïðÿìàÿ a ëåæèò â ïëîñêîñòè � , à ïðÿìàÿ b ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé

ïëîñêîñòè. ×åìó ðàâåí óãîë ìåæäó ïðÿìûìè a è b?
38. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñò è,

ïåðåñåêàåò èõ ïîä ðàâíûìè óãëàìè.
39. Òî÷êà A îòñòîèò îò ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèè h. Íàéäèòå äëèííû

íàêëîííûõ, ïðîâåä¼ííûõ èç ýòîé òî÷êè ïîä óãëîì â 30� .
40. Íàêëîííàÿ ðàâíà a. ×åìó ðàâíà ïðîåêöèÿ íàêëîííîé, åñëè íà-

êëîííàÿ ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ óãîë ðàâíûé: 1) 45� ; 2) 60� ; 3) 30�

41. Èç òî÷êè, îòñòîÿùåé îò ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèå a, ïðîâåäåíû
äâå íàêëîííûå, îáðàçóþùèå ñ ïëîñêîñòüþ óãëû 45� ? à ìåæäó ñîáîé óãîë
60� . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè ýòèõ íàêëîííûõ.

42. Äâå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 30� . Òî÷êà A, ëåæàùàÿ
â îäíîé èç ýòèõ èç ýòèõ ïëîñêîñòåé, îòñòîèò îò ïëîñêîñòè íà ðà ññòîÿ-
íèè a. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòè õ
ïëîñêîñòåé.

43. Ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ABC è ABD ñ îáùèì îñíîâàíè-
åì AB ëåæàò â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ðàâåí � .
Íàéäèòå cos� , åñëèAB = 24ñì ; AD = 37ñì ; CD = 35ñì.

44. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 7ì è 24ì. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà äî ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïð îõîäèò
÷åðåç ãèïîòåíóçó è ñîñòàâëÿåò óãîë30� ñ ïëîñêîñòüþ òðåóãîëüíèêà.

2.6 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå: �Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðå-
ñåêàþòñÿ òðåòüåé, òî ïðÿìûå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíû�.

2. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå: �Åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äðóãîé ïëîñêîñòè, òî ýòè ïëîñêîñòè ïåðïå íäè-
êóëÿðíû�.

3. Èç òî÷êè A ê ïëîñêîñòè � ïðîâåäåíà íàêëîííàÿ AC, äëèíà êîòîðîé
ðàâíà 12 ì. Å¼ ïðîåêöèÿ íà ýòó ïëîñêîñòü ðàâíà 6 ì. Íàéäèòå óãîë
ìåæäó ïðÿìîé a, ñîäåðæàùåé íàêëîííóþ AC, è ïëîñêîñòüþ � .
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Êîîðäèíàòû è âåêòîðû â
ïðîñòðàíñòâå.

3.1 Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è âåêòîðû â ïðî-
ñòðàíñòâå.

3.1.1 Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå.

Â ïëàíèìåòðèè íàìè ââîäèëèñü äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿ-
ìûå x è y, êîòîðûå ìû íàçûâàëè îñÿìè êîîðäèíàò, ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êå O. Ìû óòâåðæäàëè, ÷òî åñëè áû ìû ïðîâåëè ÷åðåç òî÷êó O òðå-
òüþ ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé x, òî îíà ñîâïàäàëà áû ñ ïðÿìîé
y, è íàîáîðîò (÷åðåç òî÷êó íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ëèøü òî ëüêî
äâå ëåæàùèå â ïëîñêîñòè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå). Â ïðî-
ñòðàíñòâå æå ÷åðåç òî÷êóO ìîæíî ïðîâåñòè òðåòüþ ïðÿìóþ z, ïåðïåí-
äèêóëÿðíóþ è ïðÿìîé x, è ïðÿìîé y. È òàêæå, êàê è â ïëàíèìåòðèè (èëè
íà ïëîñêîñòè) ÷åòâ¼ðòóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O è ïåðïåí-
äèêóëÿðíóþ âñåì òð¼ì ïðÿìûì x; y; z, â èçó÷àåìîì íàìè òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå íåâîçìîæíî. Èçìåíèì îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ �îñ è êîîðäè-
íàò�, äàííîå â ïëàíèìåòðèè, äîáàâèâ â íåãî ïðÿìóþ z.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå x; y; z,
ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êåO, íàçûâàåìîé íà÷àëîì êîîðäèíàò, íàçûâàþòñÿ
îñÿìè êîîðäèíàò.

Ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòè ÷åðåç ïðÿìûå x; y; z. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç ïðÿìûå x è y íàçîâ¼ì xOy, ÷åðåçx è z � xOz, à ÷åðåçy è z � yOz.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïëîñêîñòè xOy; xOz; yOz íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàò-
íûìè ïëîñêîñòÿìè.

57
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Ðèñ. 3.1: Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòè, ïà-
ðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì.

Ðèñ. 3.2: Êîîðäèíàòû òî÷êè A.

Ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþò îñè êîîðäèíàò Ox; Oy; Oz â òî÷êàõ Ax ; Ay; Az

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Êîîðäèíàòîé x òî÷êè A áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî,
ðàâíîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äëèíå îòðåçêà OAx : ïîëîæèòåëüíîå, åñëè
Ax ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, îòðèöàòåëüíîå, åñëè Ax ëåæèò íà
îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, è ðàâíîå 0, åñëèAx ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è êîîðäèíàòû y è z òî÷êè A.
Èòàê, êîîðäèíàòû òî÷êè A îáîçíà÷àþòñÿ A(x; y; z).
Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 3.3 èçîáðàæåíà òî÷êà A(1; 2; 3).
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Ðèñ. 3.3: Êîîðäèíàòû òî÷êè A(1; 2; 3).

Óòâåðæäåíèå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A1(x1; y1; z1) è A2(x2; y2; z2)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

� (A1; A2) =
q

(x2 � x1)
2 + ( y2 � y1)

2 + ( z2 � z1)
2: (3.1)

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîä êîðíåì ðàçíîñòü ñòîèò â êâàäðàòå, íà
ïðàêòèêå íå âàæíî êàêàÿ òî÷êà áåð¼òñÿ çàA1, à êàêàÿ çàA2.

Íàïðèìåð, íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(1; 2; 3) äî òî÷êè B(3; 2; 1).
Ðåøåíèå:
Äàíî:
A(1; 2; 3)
B(3; 2; 1)
Íàéòè: � (A; B )

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.1):

� (A; B ) =
q

(3 � 1)2 + (2 � 2)2 + (1 � 3)2 =
p

22 + 0 2 + ( � 2)2 =

=
p

4 + 4 =
p

8 = 2 �
p

2:

Îòâåò: � (A; B ) = 2 �
p

2:
Ðàññìîòðèì ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò.å. íàéä¼ì íå � (A; B ), à � (B; A ). Ñî-

ãëàñíî çàìå÷àíèþ, � (A; B ) = � (B; A ). Ïðîâåðèì ýòî.

� (B; A ) =
q

(1 � 3)2 + (2 � 2)2 + (3 � 1)2 =
p

(� 2)2 + 0 2 + 2 2 =

=
p

4 + 4 =
p

8 = 2 �
p

2:

Äåéñòâèòåëüíî, � (A; B ) = � (B; A ) è çàìå÷àíèå âåðíîå.
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Óòâåðæäåíèå. Êîîðäèíàòû òî÷êè A0(x0; y0; z0), ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäè-
íîé îòðåçêà ñ êîíöàìè A1(x1; y1; z1) è A2(x2; y2; z2), âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì:

x0 =
x1 + x2

2
;

y0 =
y1 + y2

2
; (3.2)

z0 =
z1 + z2

2
:

Íàïðèìåð, íàéòè êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà ñ êîíöàìè A(1; 2; 3)
è B(3; 2; 1).

Ðåøåíèå:
Äàíî:
A(1; 2; 3)
B(3; 2; 1)
C(x0; y0; z0)
(�)C � ñåðåäèíà AB
Íàéòè: C

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.2):

x0 =
1 + 3

2
=

4
2

= 2;

y0 =
2 + 2

2
=

4
2

= 2;

z0 =
3 + 1

2
=

4
2

= 2:

Îòâåò: C(2; 2; 2):

3.1.2 Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå.

3.1.2.1 Ïîíÿòèå î âåêòîðå â ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåí-
íûé îòðåçîê.

Âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ a.

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ñ íà÷àëîì â òî÷êå A1 (x1; y1; z1)
è êîíöîì â òî÷êå A2 (x2; y2; z2) íàçûâàþòñÿ ÷èñëà (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1).
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Ñëåäñòâèå. Ðàâíûå âåêòîðà èìåþò ðàâíûå êîîðäèíàòû.

Îïðåäåëåíèå 3.1.6. Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé âåêòîðà a(x; y; z) íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå jaj, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

jaj =
p

x2 + y2 + z2: (3.3)

Íàïðèìåð, íàéòè êîîðäèíàòû è àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó âåêòîðà ñ íà-
÷àëîì â òî÷êå A1 (1; 2; 3) è êîíöîì â òî÷êå A2 (9; 8; 3).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1.5,

A1A2(9 � 1; 8� 2; 3� 3)

A1A2(8; 6; 0):

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.3) íàéä¼ì åãî àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó.

�
�A1A2

�
� =

p
82 + 6 2 + 0 2 =

p
64 + 36 =

p
100 = 10:

Îòâåò: A1A2(8; 6; 0);
�
�A1A2

�
� = 10.

Çàìå÷àíèå. Ïðè îïðåäåëåíèè êîîðäèíàò âåêòîðà î÷åíü âàæíî îò êîîð-
äèíàò êîíöà îòíèìàòü êîîðäèíàòû íà÷àëà, à íå íàîáîðîò, òàê ê àê ìîæíî
ïîëó÷èòü äðóãîé âåêòîð.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðåäûäóùèé ïðèìåð è íàéä¼ì êîîð äèíà-
òû âåêòîðà A2A1.

A2A1(1 � 9; 2� 8; 3� 3)

A2A1(� 8; � 6; 0):

Î÷åâèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà A1A2 íå ðàâíû êîîðäèíàòàì âåê-
òîðà A2A1. Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà A2A1

ÿâëÿåòñÿ äëèííîé îòðåçêà A2A1, à âåêòîðû A1A2 è A2A1 ëåæàò íà îäíîì
îòðåçêå, à, çíà÷èò, èìåþò îäíó è òó æå àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó. Î òñþäà
ñëåäóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Îäèí îòðåçîê AB ñîäåðæèò äâà ïðîòèâîïîëîæíî íà-
ïðàâëåííûõ âåêòîðà AB è BA , èìåþùèõ îäèíàêîâóþ àáñîëþòíóþ âåëè-
÷èíó, è äëÿ êîòîðûõ îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî:

AB = � BA: (3.4)
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3.1.2.2 Äåéñòâèÿ ñ âåêòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.7. Ñóììîé âåêòîðîâ a(a1; a2; a3) è b(b1; b2; b3) íàçû-
âàåòñÿ âåêòîðc(a1 + b1; a2 + b2; a3 + b3).

Çàìå÷àíèå. Ñïðàâåäëèâî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî

AB + BC = AC:

Íàïðèìåð, äàíû äâà âåêòîðà a(1; 2; 3) è b(4; 5; 6). Íàéäèòå c = a + b.

c(1 + 4; 2 + 5; 3 + 6)

c(5; 7; 9):

Îòâåò: c(5; 7; 9):

Îïðåäåëåíèå 3.1.8. Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a(x; y; z) íà ñêàëÿð � íà-
çûâàåòñÿ âåêòîð� a(�x ; �y ; �z ).

Çàìå÷àíèå. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà � a ðàâíà

j� aj = j� j � j aj = j� j �
p

x2 + y2 + z2;

à íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà a, åñëè� > 0, è ïðîòè-
âîïîëîæíî, åñëè � < 0.

Íàïðèìåð, íàéòè âåêòîð c, åñëè 1) c = 2a; a(1; 2; 3); 2) c = 2a �
3b; a(8; 6; 1); b(� 1; 0; 1).

1)
c(2 � 1; 2� 2; 2� 3)

c(2; 4; 6):

2) Ðàçîáü¼ì âåêòîðc íà ñóììó äâóõ âåêòîðîâ c = d + e, ãäåd = 2a, à
e = � 3b.

d(2 � 8; 2� 6; 2� 1); d(16; 12; 2);

e(� 3 � (� 1); � 3 � 0; � 3 � 1); e(3; 0;� 1);

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå â âåêòîð c.

c(16 + 3; 12 + 0; 2 + ( � 1)); c(19; 12; 1):

Îòâåò: 1) c(2; 4; 6); 2) c(19; 12; 1).
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3.1.2.3 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.9. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a(a1; a2; a3) è
b(b1; b2; b3) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

a � b= a1 � b1 + a2 � b2 + a3 � b3: (3.5)

Íàïðèìåð, íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a(1; 2; 3)è b(3; 2; 1).

a � b= 1 � 3 + 2 � 2 + 3 � 1 = 3 + 4 + 3 = 10 :

Îòâåò: a � b= 10.

Îïðåäåëåíèå 3.1.10 (äðóãîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) .
Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðî-
èçâåäåíèþ èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, òî åñòü

a � b= jaj �
�
�b

�
� � cos\ ca;b: (3.6)

3.1.2.4 Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 3.1.10 ñëåäóåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè a è b âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

cos\ ca;b=
a � b

jaj �
�
�b

�
� : (3.7)

Íàïðèìåð, íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a(1; 2; 2) è b(4; 0; 3).
Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì àáñîëþòíûå âåëè÷èíû âåêòîðîâ:

jaj =
p

12 + 2 2 + 2 2 =
p

9 = 3;
�
�b

�
� =

p
42 + 0 2 + 3 2 =

p
25 = 5:

Äàëåå, íàéä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

a � b= 1 � 4 + 2 � 0 + 2 � 3 = 10:

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (3.7) è íàéä¼ì cos\ ca;b.

cos\ ca;b=
10

3 � 5
=

2
3

:



64 Ãëàâà 3. Êîîðäèíàòû è âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå.

Òàêèì îáðàçîì,

\ ca;b= arccos
2
3

:

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð: íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a(5; 0; 1) è
b(2; 3;� 10).

Äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî.

jaj =
p

52 + 0 2 + 1 2 =
p

26;
�
�b

�
� =

p
22 + 3 2 + ( � 10)2 =

p
113:

a � b= 5 � 2 + 0 � 3 + 1 � (� 10) = 0:

cos\ ca;b=
0

p
26�

p
113

= 0:

Îòñþäà,

\ ca;b= 90� :

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè âåêòîðû a è b ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî èõ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

3.1.2.5 Êîëëèíåàðíûå è êîìïëàíàðíûå âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.11. Äâà îòëè÷íûõ îò íóëÿ âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå
íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èë è ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè âåêòîð b êîëëèíåàðåí íåíóëåâîìó âåêòîðó a, òî
b= � � a, ãäå� � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè a; b; c � îòëè÷íûå îò íóëÿ íå êîëëèíåàðíûå âåê-
òîðû ñ îáùèì íà÷àëîì â òî÷êå O è ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè, òî
ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà � è � , ÷òî c = � � a + � � b.

Îïðåäåëåíèå 3.1.12. Òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
þòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè ðàâíûå èì âåêòîðû ñ îáùèì íà÷àëîì ë åæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèå. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà �; �; è # è òðè íåêîìïëà-
íàðíûõ âåêòîðà a; b; èc, ÷òî âåêòîð d ðàçëàãàåòñÿ

d = � � a + � � b+ # � c

è ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.
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3.1.2.6 Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è ðàññòîÿíèå äî íå¼ îò ëþáîé òî÷ -
êè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.13. Âåêòîð n(a; b; c) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè ê
ïëîñêîñòè, åñëè îí ýòîé ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðåí.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü n(a; b; c) � âåêòîð íîðìàëè, òî÷êà A0 (x0; y0; z0)
ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè, à d = � (ax0 + by0 + cz0), òîãäà óðàâíåíèå

ax + by+ cz + d = 0 (3.8)

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Óòâåðæäåíèå. Ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè A0 (x0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè
� , çàäàííîé óðàâíåíèåì ax + by+ cz + d = 0, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

� (A0; � ) =
jax0 + by0 + cz0 + dj

p
a2 + b2 + c2

: (3.9)

Çàäàíèÿ:
45. Ãäå ëåæàò òå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ êîîðäèíàòû x è y

ðàâíû íóëþ?
46. Äàíû òî÷êè: A(1; 2; 3); B(0; 1; 2); C(0; 0; 3); D(1; 2; 0). Êàêèå èç

ýòèõ òî÷åê ëåæàò: 1) â ïëîñêîñòèxOy; 2) íà îñè Oz; 3) â ïëîñêîñòè yOz?
47. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (1; 2;� 3) äî: 1) êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-

êîñòåé; 2) îñåé êîîðäèíàò; 3) íà÷àëà êîîðäèíàò.
48. Â ïëîñêîñòè xOy íàéäèòå òî÷êó D(x; y; 0) ðàâíîóäàë¼ííóþ îò òð¼õ

äàííûõ òî÷åê: A(0; 1;� 1); B(� 1; 0; 1); C(0; � 1; 0).
49. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèêABCD ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-

ìîì, åñëè A(0; 2;� 3); B(� 1; 1; 1); C(2; � 2; � 1); D(3; � 1; � 5).
50. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåðøèíû D ïàðàëëåëîãðàììà ABCD , åñëè

êîîðäèíàòû òð¼õ äðóãèõ åãî âåðøèí èçâåñòíû: A(2; 3; 2); B(0; 2; 4); C(4; 1; 0).
51. Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A(2; 7;� 3); B(1; 0; 3); C(� 3; � 4; 5); D(� 2; 3;� 1).

Óêàæèòå ñðåäè âåêòîðîâAB; BC; DC; AC; è BD ðàâíûå âåêòîðû.
52. Äàí âåêòîð a(1; 2; 3). Íàéäèòå êîëëèíåàðíûé åìó âåêòîð ñ íà÷à-

ëîì â òî÷êå A(1; 1; 1) è êîíöîì íà ïëîñêîñòè xOy.
53. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè n äàííûå âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû: 1) a(2; � 1; 3); b(1; 3;n);

1) a(n; � 2; 1); b(n; � n; 1).
54. Äàíû òðè òî÷êè A(1; 0; 1); B(� 1; 1; 2); C(0; 2;� 1). Íàéäèòå íà îñè

Oz òàêóþ òî÷êó D(0; 0;c), ÷òîáû âåêòîðû AB è CD áûëè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû.

55. Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A(0; 1;� 1); B(1; � 1; 2); C(3; 1; 0); D(2; � 3; 1).
Íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ' ìåæäó âåêòîðàìè AB è CD.



Ãëàâà 4

Ìíîãîãðàííèêè.

4.1 Ìíîãîãðàííûå óãëû.

4.1.1 Äâóãðàííûé óãîë.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Äâóãðàííûì óãëîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, îáðàçîâàí-
íàÿ äâóìÿ ïîëóïëîñêîñòÿìè, íàçûâàåìûìè ãðàíÿìè, ñ îáùåé îã ðàíè÷è-
âàþùåé èõ ïðÿìîé, íàçûâàåìîé ðåáðîì äâóãðàííîãî óãëà.

Ðèñ. 4.1: Äâóãðàííûé óãîë.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ëèíåéíûì óãëîì äâóãðàííîãî óãëà íàçûâàåòñÿ óãîë
ìåæäó äâóìÿ ïîëóïðÿìûìè, îáðàçîâàííûìè ïåðåñå÷åíèåì ïëîñ êîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ðåáðó äâóãðàííîãî óãëà, ñ åãî ãðàíÿìè.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Çà ìåðó äâóãðàííîãî óãëà ïðèíèìàåòñÿ ìåðà ñîîò-
âåòñòâóþùåãî åìó ëèíåéíîãî óãëà.

Çàìå÷àíèå. Ìåðà äâóãðàííîãî óãëà íå çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåéíîãî óãëà.

4.1.2 Òð¼õãðàííûé óãîë.

Ðàññìîòðèì òðè ëó÷à a; b; c, èñõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè S è íå ëåæà-
ùèå â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 4.2: Òð¼õãðàííûé óãîë.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Òð¼õãðàííûì óãëîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç òð¼õ ïëîñêèõ óãëîâ \ ca; b; \ cb; c; \ ca; c, íàçûâàåìûõ ãðàíÿìè
òð¼õãðàííîãî óãëà.

Òð¼õãðàííûé óãîë îáîçíà÷àåòñÿ \ [a; b; c.

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Òî÷êà S íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé òð¼õãðàííîãî óãëà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.6. Äâóãðàííûå óãëû, îáðàçîâàííûå ãðàíÿìè òð¼õ-
ãðàííîãî óãëà, íàçûâàþòñÿ äâóãðàííûìè óãëàìè òð¼õãðàííîã î óãëà.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîãðàííîãî óãëà.

Çàäàíèÿ:
56. Èç òî÷åê A è B, ëåæàùèõ â ãðàíÿõ äâóãðàííîãî óãëà, îïóùåíû

ïåðïåíäèêóëÿðû AA 1 è BB 1 íà ðåáðî óãëà. Íàéäèòå: 1) îòðåçîê AB , åñëè
AA 1 = a; BB1 = b; A1B1 = c è äâóãðàííûé óãîë ðàâåí � ; 2) äâóãðàííûé
óãîë � , åñëèAA 1 = 3 ñì ; BB 1 = 4 ñì ; A1B1 = 6 ñì ; AB = 7 ñì.
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57. Ó òð¼õãðàííîãî \ [a; b; c äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå c ïðÿìîé,
äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå b ðàâåí ' , à ïëîñêèé óãîë \ cb; c ðàâåí 

('; 
 < 90� ). Íàéäèòå äðóãèå ïëîñêèå óãëû: � = \ ca; b; � = \ ca; c.

58. Ó òð¼õãðàííîãî óãëà îäèí ïëîñêèé óãîë ðàâåí 
 , à ïðèëåæàùèå ê
íåìó äâóãðàííûå óãëû ðàâíû ' (' < 90� ). Íàéäèòå äâà äðóãèõ ïëîñêèõ
óãëà� .

4.2 Ìíîãîãðàííèêè. Ïðèçìà.

4.2.1 Ïîíÿòèå î ìíîãîãðàííèêå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàþò òàêîå òåëî, ïîâåðõíîñòü
êîòîðîãî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèê îâ.

Ðèñ. 4.3: Ìíîãîãðàííèê.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îí ðàñ-
ïîëîæåí ïî îäíó ñòîðîíó ïëîñêîñòè êàæäîãî ïëîñêîãî ìíîãîóã îëüíèêà
íà åãî ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Ãðàíüþ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ îá-
ùàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ïîâåðõíîñò è è ïîâåðõ-
íîñòüþ ìíîãîãðàííèêà.

Ñëåäñòâèå. Ãðàíè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè
âûïóêëûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè.
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Îïðåäåëåíèå 4.2.4. Ñòîðîíû ãðàíåé íàçûâàþòñÿ ð¼áðàìè ìíîãîãðàí-
íèêà, à âåðøèíû � âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà.

Îïðåäåëåíèå 4.2.5. Ðàçâ¼ðòêîé ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, ðàâíûõ åãî ãðàíÿì, äëÿ êîòî ðûõ óêà-
çàíî, êàê èõ ñêëåèâàòü äðóã ñ äðóãîì ïî ñòîðîíàì è âåðøèíàì.

Ðèñ. 4.4: Ðàçâ¼ðòêà êóáàABCDA 0B 0C0D 0.

Çàìå÷àíèå. Óïîìèíàíèå âåðøèí ïðè ñîñòàâëåíèè ðàçâ¼ðòêè ñîâñåì íå
ëèøíåå, òàê êàê äâà ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî ñêëåèòü ïî îáùåé ñò îðîíå
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

4.2.2 Ïðèçìà.

Îïðåäåëåíèå 4.2.6. Ïðèçìîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ñî-
ñòîèò èç äâóõ ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ â ïàðàëëåëü íûõ íå
ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòÿõ è íàçûâàåìûõ îñíîâàíèÿìè ïðèçìû, è âñåõ îò-
ðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ýòèõ ìíîãîóãîë üíèêîâ è
íàçûâàåìûõ áîêîâûìè ð¼áðàìè.

Ñâîéñòâà ïðèçìû:

1. Îñíîâàíèÿ ïðèçìû ðàâíû.

2. Ó ïðèçìû îñíîâàíèÿ ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Ðèñ. 4.5: Ïðèçìû.

3. Ó ïðèçìû áîêîâûå ð¼áðà ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.

Ýòè ñâîéñòâà íàïðÿìóþ ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ïðèçìû.

Çàìå÷àíèå. Ïîâåðõíîñòü ïðèçìû ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâàíèé è áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïàðàëëåëîãðàììîâ, äâå ñòî ðîíû êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè îñíîâàíèé, à äâå ä ðóãèå �
ñîñåäíèìè áîêîâûìè ð¼áðàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.2.7. Âûñîòîé ïðèçìû íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè å¼ îñíîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.2.8. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû ïðèçìû, íå
ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ãðàíè, íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüþ ïðèçìû.

Îïðåäåëåíèå 4.2.9. Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ n-óãîëüíîé, åñëè å¼ îñíîâàíèÿ
� n-óãîëüíèêè.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì íàìè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèøü òîëüêî òå
ïðèçìû, ó êîòîðûõ îñíîâàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå ìíîãîóãîë üíèêè
(ò.å. ÿâëÿþùèåñÿ âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè).

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 4.6:

à) òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà;

á) ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïðèçìà;

â) ïÿòèóãîëüíàÿ ïðèçìà.

Çàäàíèÿ:
59. Ñêîëüêî äèàãîíàëåé èìååò n-óãîëüíàÿ ïðèçìà?



4.3. Íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ ïðèçìû. 71

Ðèñ. 4.6:n-óãîëüíûå ïðèçìû.

4.3 Íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ ïðèçìû.

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, åñëè å¼ áîêîâûå ð¼áðà
ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèÿì.

Ñëåäñòâèå. Ó ïðÿìîé ïðèçìû áîêîâûå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-
êàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Ïðÿìàÿ ïðèçìà, ó êîòîðîé â îñíîâàíèè ëåæèò ïðà-
âèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 4.3.3. Ïëîùàäüþ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ( Sáï ) ïðèçìû íà-
çûâàåòñÿ ñóììà ïëîùàäåé áîêîâûõ ãðàíåé.

Çàìå÷àíèå. Äàííîå îïðåäåëåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ðàññìîòðèì äàëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé: ïóñòü A1A2 : : : AnA0
1A0

2 : : : A0
n � ïðÿ-

ìàÿ ïðèçìà, äëèíà áîêîâûõ ð¼áåð êîòîðîé ðàâíà l, à ïåðèìåòð îñíîâàíèÿ
ðàâåí p. Òàêàÿ ïðÿìàÿ ïðèçìà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 4.7.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

Sáï = SA 1A 2A 0
2A 0

1
+ SA 2A 3A 0

3A 0
2

+ : : : + SA i A i +1 A 0
i +1 A 0

i
+ : : : + SA n A 1A 0

1A 0
n
: (4.1)

Ðàññìîòðèì i -ûé ïðÿìîóãîëüíèê A i A i +1 A0
i +1 A0

i (8i = 1; njn + 1 = 1 ) è
íàéä¼ì åãî ïëîùàäü:

SA i A i +1 A 0
i +1 A 0

i
= A i A i +1 � A i A0

i = A i A i +1 � l:
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Ðèñ. 4.7: Íàõîæäåíèå ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîé ïð èçìû.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå â (4.1), ïîëó÷èì:

Sáï = A1A2 � l + A2A3 � l + : : : + A i A i +1 � l + : : : + AnA1 � l =

= ( A1A2 + A2A3 + : : : + A i A i +1 + : : : + AnA1) � l = p � l:

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.1 (î ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîé ïðèçìû) . Ïëî-
ùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîé ïðèçìû ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïåðè-
ìåòðà îñíîâàíèÿ ( p) íà äëèíó áîêîâîãî ðåáðà ( l), ò.å.

Sáï = p � l: (4.2)

Îïðåäåëåíèå 4.3.4. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ( Sïï ) ïðèçìû ðàâíà
ñóììå ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è ïëîùàäåé îñíîâàíèé ( Sîñí ), ò.å.

Sïï = Sáï + 2 � Sîñí : (4.3)

Çàäàíèÿ:
60. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïðèçìå ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ðàâ íà

144ñì 2, à âûñîòà 14 ñì. Íàéäèòå äèàãîíàëü ïðèçìû.
61. Â ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå âñå ð¼áðà ðàâíû. Ïëîùàäü áîêîâî é

ïîâåðõíîñòè ðàâíà 12 ì 2. Íàéäèòå âûñîòó.
62. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, ñîäåðæàùèìè áî-

êîâûå ð¼áðà íàêëîííîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû, ðàâíû 2 ñì, 3 ñì è 4 ñì, à
áîêîâûå ð¼áðà5 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

63. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñòîðîíó îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé òðå-
óãîëüíîé ïðèçìû è ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæíîãî ðåáðà îáðàçóå ò ñ îñíî-
âàíèåì óãîë 45� . Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà l. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè ïðèçìû.
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4.4 Ïàðàëëåëåïèïåä.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ïàðàëëåëåïèïåäîì íàçûâàåòñÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ
ïðèçìà, îñíîâàíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì.

Ðèñ. 4.8: Ïàðàëëåëåïèïåäû.

Ñëåäñòâèå. Âñå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà � ïàðàëëåëîãðàììû.

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà, íå èìåþùèå îáùèõ âåð-
øèí, íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîëåæàùèìè.

Òåîðåìà 4.2 (î ãðàíÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà) . Ó ïàðàëëåëåïèïåäà ïðîòèâî-
ëåæàùèå ãðàíè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ãðàíåé ABB 0A0 è CDD 0C0. Äëÿ
ADD 0A0 è BCC0B 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äàíî:
ABCDA 0B 0C0D 0 � ïàðàëëåëåïèïåä
Äîêàçàòü: ABB 0A0jjCDD 0C0

ABB 0A0 = CDD 0C0

Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ñòîðîíû AB è CD ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.
Èç ïàðàëëåëîãðàììà BCC0B 0 ñëåäóåò, ÷òî ñòîðîíû BB 0 è CC0 ïàðàë-
ëåëüíû è ðàâíû. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìûå AB è BB 0 ïåðåñåêàþòñÿ â
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(�)B , à CD è CC0 � â (�)C è òåîðåìû 2.9, ñëåäóåò, ÷òî ABB 0A0jjCDD 0C0.
À èç òîãî, ÷òî ïðÿìûå AB è BB 0 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî CD è CC0, ñëå-
äóåò ðàâåíñòâî ýòèõ ïëîñêîñòåé.

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCD : AB jjCD; AB = CD.

2. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì BCC0B 0: BB 0jjCC0; BB 0 = CC0.

3. ABB 0A0jjCDD 0C0 (ò. 2.9).

4. AB = CD; BB 0 = CC0 ) ABB 0A0 = CDD 0C0.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.3 (î äèàãîíàëÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà) . Äèàãîíàëè ïàðàëëåëåïè-
ïåäà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñ ÿ ïîïî-
ëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ äèàãîíàëåé AC 0 è BD 0. Äëÿ
îñòàëüíûõ äèàãîíàëåé äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò àíàëîãè÷íî .

Äàíî:
ABCDA 0B 0C0D 0 � ïàðàëëåëåïèïåä
Äîêàçàòü: AC 0T

BD 0 = ( �)O
AO = OC0

BO = OD0

Â ñèëó òîãî, ÷òî ABCDA 0B 0C0D 0 � ïàðàëëåëåïèïåä, à ãðàíè ABB 0A0

è CDD 0C0 � ïðîòèâîëåæàùèå, òî ïî òåîðåìå 4.2 ABB 0A0jjCDD 0C0. Èç
òîãî, ÷òî îòðåçîê AB ëåæèò â ïëîñêîñòè ABB 0A0, à îòðåçîê C0D 0 � â
CDD 0C0 è ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, ñëåäóåò, ÷òî îòðåçêè AB è C0D 0

ïàðàëëåëüíû è ðàâíû. Ïî òåîðåìå 2.6 ÷åðåç ïàðàëëåëüíûå ïðÿì ûå AB
è C0D 0 ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � . Îáîçíà÷èì ïðÿìûå ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêî-
ñòè � ñ ïëîñêîñòÿìè ADD 0A0 è BCC0B 0 çà AD 0 è BC 0 ñîîòâåòñòâåííî è
ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABC 0D 0. Èç òîãî, ÷òî îòðåçêè AB è C0D 0

ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABC 0D 0 ÿâëÿåò-
ñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, à îòðåçêè AC 0 è BD 0 ÿâëÿþòñÿ åãî äèàãîíàëÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, 9(�)O = AC 0

T
BD 0jAO = OC0; BO = OD0.

Êðàòêàÿ çàïèñü:
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1. ABCDA 0B 0C0D 0 � ïàðàëëåëåïèïåä, ABB 0A0 è CDD 0C0 � ïðîòèâî-
ëåæàùèå ) ABB 0A0jjCDD 0C0 (ò. 4.2).

2. AB jjC0D 0; AB = C0D 0.

3. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü � ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì AB è C0D 0(ò. 2.6).

4. Îáîçíà÷èì AD 0 = �
T

ADD 0A0; BC 0 = �
T

BCC0B 0.

5. Ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABC 0D 0:

(a) AB jjC0D 0;

(b) AB = C0D 0

) ABC 0D 0 � ïàðàëëåëîãðàìì.

6. AC 0 è BD 0 � äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ABC 0D 0; ) 9 (�)O =
AC 0

T
BD 0jAO = OC0; BO = OD0.

Ñëåäñòâèå. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëåïèïåäà ÿâëÿåòñÿ
åãî öåíòðîì ñèììåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 4.4.3. Ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåë åïèïåäîì.

Ñëåäñòâèå. Âñå ãðàíè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ÿâëÿþòñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.4.4. Êóáîì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïè-
ïåä, ó êîòîðîãî âñå ð¼áðà ðàâíû.

Ñëåäñòâèå. Âñå ãðàíè êóáà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.4.5. Äëèíû íå ïàðàëëåëüíûõ ð¼áåð ïðÿìîóãîëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà íàçûâàþòñÿ åãî ëèíåéíûìè èçìåðåíèÿìè.

Ñëåäñòâèå. Ó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà òðè èçìåðåíèÿ.

Òåîðåìà 4.4 (î èçìåðåíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà) . Â ïðÿ-
ìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå êâàäðàò ëþáîé äèàãîíàëè ðàâåí ñóììå êâàä-
ðàòîâ åãî èçìåðåíèé.



76 Ãëàâà 4. Ìíîãîãðàííèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
ABCDA 0B 0C0D 0 � ïðÿìîóãîëüíûé
ïàðàëëåëåïèïåä
Äîêàçàòü:
AC 02 = AB 2 + AD 2 + AA 02

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ïðîâåä¼ì AC.

2. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ACC0. Ïî òåîðåìå Ïèôà-
ãîðà:

AC 02 = AC 2 + CC02 = AC 2 + AA 02: (4.4)

3. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC . Ïî òåîðåìå Ïèôà-
ãîðà:

AC 2 = AB 2 + BC 2 = AB 2 + AD 2:

4. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå â (4.4), ïîëó÷èì:

AC 02 = AB 2 + AD 2 + AA 02:

Ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà:

1. Ó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà åñòü öåíòð ñèììåòðèè.

2. Ó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà åñòü êàê ìèíèìóì òðè ïë îñêî-
ñòè ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åãî öåíòð ñèììåòðèè ïàðàëë åëü-
íî ãðàíÿì.

3. Åñëè ó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà âñå èçìåðåíèÿ ðàç íûå, òî
ó íåãî âñåãî òðè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè.

4. Åñëè ó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà äâà èçìåðåíèÿ ðàâ íû, òî
ó íåãî ïÿòü ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè: ê òð¼ì óæå îïèñàííûì ðàíåå
äîáàâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷ åðåç
äèàãîíàëè îñíîâàíèé.
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5. Åñëè ó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà âñå èçìåðåíèÿ ðàâ íû, òî
ó íåãî äåâÿòü ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè: ê ïÿòè óæå îïèñàííûì ðàí åå
äîáàâëÿþòñÿ îñòàâøèåñÿ ïëîñêîñòè äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé.

Çàäàíèÿ:
64. Ó ïàðàëëåëåïèïåäà òðè ãðàíè èìåþò ïëîùàäè 1 ì 2, 2 ì 2 è 3 ì 2.

×åìó ðàâíà ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà?
65. Â ïðÿìîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñòîðîíû îñíîâàíèé 6 ì è 8 ì îáðàçóþò

óãîë 30� , áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 5 ì. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè
ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.

66. Â ïðÿìîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñòîðîíû îñíîâàíèé 3 ñì è 5 ñì, à
îäíà èç äèàãîíàëåé îñíîâàíèÿ ðàâíà 4 ñì. Íàéäèòå á �îëüøóþ äèàãîíàëü
ïàðàëëåëåïèïåäà, çíàÿ, ÷òî ìåíüøàÿ äèàãîíàëü îáðàçóåò ñ ïë îñêîñòüþ
îñíîâàíèÿ óãîë 60� .

67. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ 7 äì è
24 äì, à âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà 8 äì. Íàéäèòå ïëîùàäü äèàãîíàëüíîãî
ñå÷åíèÿ.

4.5 Ïèðàìèäà.

4.5.1 Ïîíÿòèå î ïèðàìèäå.

Îïðåäåëåíèå 4.5.1. Ïèðàìèäîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ñî-
ñòîèò èç ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà, íàçûâàåìîãî îñíîâàíèåì ïèðàìèäû,
òî÷êè, íå ëåæàùåé â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, íàçûâàåìîé âåðøèí îé ïè-
ðàìèäû, è âñåõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó ïèðàìèäû ñ òî÷ êàìè
îñíîâàíèÿ, íàçûâàåìûõ áîêîâûìè ð¼áðàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.5.2. Âûñîòîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, îïó-
ùåííûé èç âåðøèíû ïèðàìèäû íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.5.3. Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ n-óãîëüíîé, åñëè å¼ îñíîâà-
íèåì ÿâëÿåòñÿ n-óãîëüíèê.

Îïðåäåëåíèå 4.5.4. Òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ òåòðàýäðîì.

Òåîðåìà 4.5 (î ñå÷åíèè ïèðàìèäû) . Ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ïèðàìè-
äó è ïàðàëëåëüíàÿ å¼ îñíîâàíèþ, îòñåêàåò ïîäîáíóþ ïèðàìèäó .

Îñòàâèì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ðèñ. 4.9: Ïèðàìèäà.

4.5.2 Óñå÷¼ííàÿ ïèðàìèäà.

Îïðåäåëåíèå 4.5.5. Óñå÷¼ííîé ïèðàìèäîé íàçûâàþò ìíîãîãðàííèê, ïî-
ëó÷åííûé èç ïèðàìèäû îòñå÷åíèåì ïîäîáíîé åé ïèðàìèäû.

Ðèñ. 4.10: Óñå÷¼ííàÿ ïèðàìèäà.

Îïðåäåëåíèå 4.5.6. Ãðàíè óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû, ëåæàùèå â ïàðàëëåëü-
íûõ ïëîñêîñòÿõ, íàçûâàþòñÿ îñíîâàíèÿìè, à îñòàëüíûå ãðàíè � áîêîâû-
ìè ãðàíÿìè.

Óòâåðæäåíèå. Îñíîâàíèÿ óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïîäîáíûå ìíîãîóãîëüíèêè, à áîêîâûå ãðàíè � òðàïåöèè.
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Çàäàíèÿ:
68. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû � ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 6 ñì è 8 ñì.

Êàæäîå áîêîâîå ðåáðî ïèðàìèäû ðàâíî 13 ñì. Âû÷èñëèòå âûñîòó ïèðà-
ìèäû.

69. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîí à-
ìè 40 ñì, 25 ñì è 25 ñì. Å¼ âûñîòà ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó óãëà, ïðî-
òèâîëåæàùåãî ñòîðîíå 40 ñì, è ðàâíà 8 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû.

70. Âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà 16 ì. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ðàâíà 512ì 2.
Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò îñíîâàíèÿ íàõîäèòñÿ ñå÷åíèå, ïàðàëë åëüíîå åìó,
åñëè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ 50 ì 2?
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4.6 Íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ ïèðàìèäû.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè å¼ îñíîâà-
íèåì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, à îñíîâàíèåì âûñî òû ñëóæèò
öåíòð ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå 4.6.2. Îñüþ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ,
ñîäåðæàùàÿ å¼ âûñîòó.

Çàìå÷àíèå. Ó ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû, à, çíà÷èò,
áîêîâûå ãðàíè � ðàâíûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè.

Îïðåäåëåíèå 4.6.3. Âûñîòà áîêîâîé ãðàíè ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû, ïðî-
âåä¼ííàÿ èç å¼ âåðøèíû, íàçûâàåòñÿ àïîôåìîé.

Òåîðåìà 4.6 (î ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû) .
Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà ïðî èçâåäå-
íèþ ïîëóïåðèìåòðà îñíîâàíèÿ íà àïîôåìó, ò.å.

Sáï =
p
2

� l: (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì äàíî è ñäåëàåì ðèñóíîê.
Äàíî:
SA1A2 : : : An � ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà
Pîñí = p
SHi � àïîôåìà
SH1 = SH2 = : : : = SHn = l
Äîêàçàòü: Sáï = p

2 � l:

Êðàòêàÿ çàïèñü:

1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê SAi A i +1 (i = 1; njn+1 = 1) :

SSA i A i +1 =
1
2

� A i A i +1 � SHi =
1
2

� A i A i +1 � l:

2. Sáï = SSA1A 2 + SSA2A 3 + : : : + SSA i A i +1 + : : : + SSAn A 1 =

=
1
2

� (A1A2 + A2A3 + : : : + A i A i +1 + : : : + AnA1) � l =
1
2

� p � l =
p
2

� l:
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Îïðåäåëåíèå 4.6.4. Óñå÷¼ííàÿ ïèðàìèäà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðà-
âèëüíîé ïèðàìèäû, òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Óòâåðæäåíèå. Áîêîâûìè ãðàíÿìè ïðàâèëüíîé óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàâíûìè ðàâíîáîêèìè òðàïåöèÿìè.

Çàäàíèÿ:
71. Âûñîòà ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 7 ñì, à

ñòîðîíà îñíîâàíèÿ 8 ñì. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî.
72. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå ïëîùàäü áîêîâîé ïî-

âåðõíîñòè ðàâíà 14; 76 ì 2, à ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè 18 ì 2. Íàéäèòå
ñòîðîíó îñíîâàíèÿ è âûñîòó ïèðàìèäû.

73. Íàéäèòå ñòîðîíó îñíîâàíèÿ è àïîôåìó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíî é
ïèðàìèäû, åñëè å¼ áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 10ñì, à ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè ðàâíà 144ñì 2?

74. Âûñîòà ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû ðàâ íà
7 ñì. Ñòîðîíû îñíîâàíèé ðàâíû 10 ñì è 2 ñì. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî
ïèðàìèäû.

4.7 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Â ïðÿìîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïðèçìå îäíà ñòîðîíà îñíîâàíèÿ á îëüøå
äðóãîé íà 5 ìì è îáðàçóåò ñ íåé óãîë â 60� . Äèàãîíàëü îñíîâàíèÿ,
ëåæàùàÿ íàïðîòèâ ýòîãî óãëà ðàâíà

p
31ìì. Âûñîòà ïðèçìû ðàâíà

ðàçíîñòè ìåæäó áîëüøåé è ìåíüøåé ñòîðîíàìè îñíîâàíèÿ. Íàéä èòå
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïðèçìû.

2. Â ïðÿìîì ïàðàëëåëåïèïåäå ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ðàâíà 5 ñì, à ñòî-
ðîíû îñíîâàíèÿ, ðàâíûå 4 ñì è 5 ñì, îáðàçóþò óãîë â 60� . Íàéäèòå
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà.

3. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå â îñíîâàíèè ëåæèò ðàâíîáåäðåííûé òðå-
óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 10 êì, 10 êì è 12 êì. Âûñîòà ïèðàìèäû,
îïóùåííàÿ ê âåðøèíå îñíîâàíèÿ, ïðîòèâîëåæàùåãî ñòîðîíå îñ íî-
âàíèÿ ðàâíîé 12êì, ðàâíà 2

p
39êì. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

ïèðàìèäû.



Ãëàâà 5

Òåëà âðàùåíèÿ.

5.1 Òåëà âðàùåíèÿ.

5.1.1 Öèëèíäð.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç
äâóõ êðóãîâ, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè, ñîâìåùàåìûõ ïàðà ëëåëü-
íûì ïåðåíîñîì è íàçûâàåìûõ îñíîâàíèÿìè öèëèíäðà, è âñåõ îòð åçêîâ,
ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè îêðóæíîñòåé îñíîâàíèé , íàçûâà-
åìûõ îáðàçóþùèìè öèëèíäðà.

Ðèñ. 5.1: Öèëèíäðû.

Ñâîéñòâà öèëèíäðà:

82
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1. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâíû.

2. Ó öèëèíäðà îñíîâàíèÿ ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.

3. Ó öèëèíäðà îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.

Óòâåðæäåíèå. Ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâàíèé è
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç îáðàçóþùèõ. Òà êèì îáðà-
çîì, âåðíà ôîðìóëà:

Sïï = Sáï + 2 � Sîñí : (5.1)

Îïðåäåëåíèå 5.1.2. Öèëèíäð, ó êîòîðîãî îáðàçóþùèå ïåðïåíäèêóëÿð-
íû ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, ïîä òåðìèíîì �öèëèíäð� ìû áóäåì ïîíèìàòü
�ïðÿìîé öèëèíäð�, åñëè íå îãîâîðåíî äðóãîå.

Îïðåäåëåíèå 5.1.3. Ðàäèóñîì ( R) öèëèíäðà íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ åãî îñ-
íîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 5.1.4. Âûñîòîé ( h) öèëèíäðà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ïëîñêîñòÿìè åãî îñíîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 5.1.5. Îñüþ ( OO0) öèëèíäðà íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû åãî îñíîâàíèé ïàðàëëåëüíî îáðàçóþùèì.

Ðèñ. 5.2: Îñíîâíûå ñîñòàâëÿþùèå öèëèíäðà.

Çàìå÷àíèå. Ëþáîå ñå÷åíèå öèëèíäðà, ïàðàëëåëüíîå îñè öèëèíäðà, ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, ñîñòàâëåííûì èç äâóõ îáðàçóþùèõ è äâ óõ õîðä
îêðóæíîñòåé îñíîâàíèÿ.
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Ðèñ. 5.3: Îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà.

Îïðåäåëåíèå 5.1.6. Îñåâûì ñå÷åíèåì öèëèíäðà íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèå
öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü öèëèíäðà.

Òåîðåìà 5.1 (î ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè öèëèíäðà) . Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëü-
íàÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, ïåðåñåêàåò åãî áîêîâóþ ï îâåðõíîñòü
ïî îêðóæíîñòè, ðàâíîé îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ.

Îñòàâèì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Óòâåðæäåíèå. Ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà èëè êâàäðàòà ïîëó÷à-
åòñÿ öèëèíäð.

5.1.2 Êîíóñ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.7. Êîíóñîì íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç êðó-
ãà, íàçûâàåìîãî îñíîâàíèåì êîíóñà, òî÷êè, íå ëåæàùåé â ïëîñ êîñòè îñ-
íîâàíèÿ, íàçûâàåìîé âåðøèíîé êîíóñà, è âñåõ îòðåçêîâ, ñîåä èíÿþùèõ
âåðøèíó ñ òî÷êàìè îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ, íàçûâàåìûõ îáðàçó þùèìè
êîíóñà.

Óòâåðæäåíèå. Ïîâåðõíîñòü êîíóñà ñîñòîèò èç îñíîâàíèÿ è áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç îáðàçóþùèõ. Òàêèì îáðà çîì, âåðíà
ôîðìóëà:

Sïï = Sáï + Sîñí : (5.2)

Îïðåäåëåíèå 5.1.8. Âûñîòîé ( h) êîíóñà íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð,
îïóùåííûé èç åãî âåðøèíû íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ.
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Ðèñ. 5.4: Êîíóñû.

Íà ðèñóíêå 5.4, âûñîòà êîíóñà SAB ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé SO, à êîíóñà
S0A0B 0 � ñ ïðÿìîé S0A0.

Îïðåäåëåíèå 5.1.9. Ðàäèóñîì ( R) êîíóñà íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ åãî îñíî-
âàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.10. Êîíóñ íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì, åñëè îñíîâàíèå âûñî-
òû êîíóñà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îñíîâàíèÿ êîíóñà.

Íà ðèñóíêå 5.4, êîíóñ SAB ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì, à êîíóñ S0A0B 0 � íåò.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, ïîä òåðìèíîì �êîíóñ� ìû áóäåì ïîëàãàòü
�ïðÿìîé êîíóñ�, åñëè íå îãîâîðåíî äðóãîå.

Îïðåäåëåíèå 5.1.11. Îñüþ ( o) êîíóñà íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ
å¼ âûñîòó.

Çàìå÷àíèå. Ëþáîå ñå÷åíèå êîíóñà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó êîíóñà,
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì òðåóãîëüíèêîì.

Îïðåäåëåíèå 5.1.12. Îñåâûì ñå÷åíèåì êîíóñà íàçûâàþò ñå÷åíèå, ñî-
äåðæàùåå îñü êîíóñà.

Òåîðåìà 5.2 (î ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè êîíóñà) . Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà, ïåðåñåêàåò êîíóñ ïî êðóãó, à åã î áîêîâóþ
ïîâåðõíîñòü � ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà îñè êîíóñà.

Îñòàâèì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ñëåäñòâèå. Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà è
ïåðåñåêàþùàÿ êîíóñ, îòñåêàåò îò íåãî ïîäîáíûé êîíóñ.
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Ðèñ. 5.5: Óñå÷¼ííûé êîíóñ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.13. Óñå÷¼ííûì êîíóñîì íàçûâàåòñÿ òåëî, ïîëó÷åííîå
èç êîíóñà îòñå÷åíèåì ïîäîáíîãî åìó.

Óòâåðæäåíèå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âîêðóã ëþáîãî èç ñâî-
èõ êàòåòîâ ïîëó÷àåòñÿ êîíóñ.

2. Ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âîêðóã ãèïîòå íóçû, à
òàêæå ëþáîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âîêðóã ëþáîé ñòî ðî-
íû, ïîëó÷àþòñÿ äâà êîíóñà, ñêëååííûõ ïî îñíîâàíèþ.

5.1.3 Øàð.

Îïðåäåëåíèå 5.1.14. Øàðîì íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ
òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè, íå áîëüøå ä àííîãî, íà-
çûâàåìîãî ðàäèóñîì øàðà, îò äàííîé òî÷êè, íàçûâàåìîé öåíòð îì øàðà.

Îïðåäåëåíèå 5.1.15. Ãðàíèöà øàðà (èëè áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü) íàçû-
âàåòñÿ ñôåðîé.

Îïðåäåëåíèå 5.1.16 (äðóãîå îïðåäåëåíèå ñôåðû) . Ñôåðîé íàçûâàåòñÿ
ôèãóðà, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé ðàâíîóäàëåíà îò äàííîé òî÷êè, íàçûâàå-
ìîé öåíòðîì ñôåðû.

Îïðåäåëåíèå 5.1.17. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè ñôåðû è ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç öåíòð, íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì.
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Ðèñ. 5.6: Øàð.

Îïðåäåëåíèå 5.1.18. Êîíöû ëþáîãî äèàìåòðà íàçûâàþòñÿ äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 5.3 (î ñå÷åíèè øàðà) . Âñÿêîå ñå÷åíèå øàðà ïëîñêîñòüþ åñòü
êðóã. Öåíòð êðóãà åñòü îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííî ãî èç öåí-
òðà øàðà íà ñåêóùóþ ïëîñêîñòü.

Îñòàâèì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå 5.1.19. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð øàðà, íàçû-
âàåòñÿ äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.20. Ñå÷åíèå øàðà äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ íàçû-
âàåòñÿ áîëüøèì êðóãîì, à ñå÷åíèå ñôåðû � áîëüøîé îêðóæíîñòü þ.

Òåîðåìà 5.4 (î ñèììåòðèè øàðà) . Ëþáàÿ äèàìåòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü
øàðà ÿâëÿåòñÿ åãî ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè, à öåíòð øàðà ÿâëÿåò ñÿ åãî
öåíòðîì ñèììåòðèè.

Îñòàâèì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Çàäàíèÿ:
75. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà 2 ì, âûñîòà 3 ì. Íàéäèòå äèàãîíàëü

îñåâîãî ñå÷åíèÿ.
76. Âûñîòà öèëèíäðà 6 ñì, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ 5 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü

ñå÷åíèÿ, ïðîâåä¼ííîãî ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà íà ðàññòîÿ íèè 4 ñì îò
íå¼.

77. Âûñîòà öèëèíäðà 8 äì, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ 5 äì. Öèëèíäð ïåðåñåêà-
åò ïëîñêîñòü òàê, ÷òî â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàò. Íàéäèòåðàññòîÿíèå
îò ýòîãî ñå÷åíèÿ äî îñè.
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78. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà 3 ì, à âûñîòà 4 ì. Íàéäèòå îáðàçóþùóþ.
79. Ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷¼ííîãî êîíóñà 3 ì è 6 ì, âûñîòà 4 ì.

Íàéäèòå îáðàçóþùóþ.
80. Îáðàçóþùàÿ óñå÷¼ííîãî êîíóñà ðàâíà 2a è íàêëîíåíà ê îñíîâàíèþ

ïîä óãëîì 60� . Ðàäèóñ îäíîãî îñíîâàíèÿ âäâîå áîëüøå ðàäèóñà äðóãîãî
îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå ðàäèóñû.

81. Øàð, ðàäèóñ êîòîðîãî 41äì, ïåðåñå÷¼í ïëîñêîñòüþ íà ðàññòîÿíèè
9 äì îò öåíòðà. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

82. Ðàäèóñ øàðà R. ×åðåç êîíåö ðàäèóñà ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü ïîä
óãëîì 60� ê íåìó. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

5.2 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Â öèëèíäðå, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí 13 ñì, íà ðàññòîÿíèè 5 ñì îò
îñè ïàðàëëåëüíî åé ïðîâåäåíî ñå÷åíèå. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî õîðäà îñíîâàíèÿ, îáðàçîâàííàÿ èì, â 2 ðàçà áîëüøå
âûñîòû öèëèíäðà.

2. Â êîíóñå íà ðàññòîÿíèè 2 ìì îò âåðøèíû ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèþ
ïðîâåäåíî ñå÷åíèå. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü, åñëè âûñîòà êîíóñà ðàâíà
12 ìì, à ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâíà 36� ìì 2.

3. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà øàðà, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí 25ìì,
íàõîäèòñÿ ñå÷åíèå, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 25� ìì 2?



Ãëàâà 6

Îáú¼ìû è ïîâåðõíîñòè
ãåîìåòðè÷åñêèõ òåë.

6.1 Îáú¼ìû ìíîãîãðàííèêîâ.

6.1.1 Ïîíÿòèå îáú¼ìà ìíîãîãðàííèêà.

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Òåëî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî ìîæíî ðàçáèòü
íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä.

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Îáú¼ì ( V) ïðîñòîãî òåëà � ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ âå-
ëè÷èíà, ÷èñëåííîå çíà÷åíèå êîòîðîé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâ îéñòâàìè:

1. ðàâíûå òåëà èìåþò ðàâíûå îáú¼ìû;

2. åñëè òåëî ðàçáèòî íà ÷àñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîñòûìè òåëàìè, ò î åãî
îáú¼ì ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ýòèõ ÷àñòåé;

3. îáú¼ì êóáà ñ ðåáðîì â åäèíèöó äëèíû ðàâåí åäèíèöå.

Çàìå÷àíèå. Îáú¼ì � òð¼õìåðíûé àíàëîã äâóìåðíîãî ïîíÿòèÿ ïëîùàäè
ôèãóðû.

Çàìå÷àíèå. Ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òåëîì.

Îïðåäåëåíèå 6.1.3. Äâà òåëà íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè, åñëè îíè
èìåþò ðàâíûå îáú¼ìû.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå. Îáú¼ìû äâóõ ïîäîáíûõ òåë îòíîñÿòñÿ êàê êóáû èõ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ èçìåðåíèé.
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6.1.2 Ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ îáú¼ìîâ ìíîãîãðàííèêîâ.

Óòâåðæäåíèå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1. îáú¼ì ëþáîé ïðèçìû èëè ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïëîùàäüþ îñíîâà íèÿ
Sîñí è âûñîòîé h âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V = Sîñí � h; (6.1)

2. îáú¼ì ïðÿìîé ïðèçìû èëè ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïëîùàä üþ
îñíîâàíèÿ Sîñí è áîêîâûì ðåáðîì l âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V = Sîñí � l ; (6.2)

3. îáú¼ì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ëèíåéíûìè èçìåð åíèÿìè
a, b è c âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V = a � b� c; (6.3)

4. îáú¼ì êóáà ñ ðåáðîì a âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V = a3; (6.4)

5. îáú¼ì ëþáîé ïèðàìèäû ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ Sîñí è âûñîòîé h
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V =
1
3

� Sîñí � h; (6.5)

6. îáú¼ì óñå÷¼ííîé ïèðàìèäû ñ ïëîùàäÿìè îñíîâàíèé S1 è S2 è âûñî-
òîé h âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V =
1
3

� h �
�

S1 + S2 +
p

S1 � S2

�
: (6.6)

Çàäàíèÿ:
83. Òðè ëàòóííûõ êóáà ñ ð¼áðàìè 3 ñì, 4 ñì è 5 ñì ïåðåïëàâëåíû â

îäèí êóá. Êàêîå ðåáðî ó ýòîãî êóáà?
84. Åñëè êàæäîå ðåáðî êóáà óâåëè÷èòü íà1 ì, òî åãî îáú¼ì óâåëè-

÷èòñÿ â125ðàç. Íàéäèòå ðåáðî.
85. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ðåçåðâóàð äëÿ âîäû â ôîðìå ïàðàëëåëåïè-

ïåäà ¼ìêîñòüþ 10 ì 3 íà ïëîùàäü ðàçìåðîì 2; 5x1; 75 ì, ñëóæàùåé äëÿ
íå¼ äíîì. Íàéäèòå âûñîòó ðåçåðâóàðà.
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86. Â ïðÿìîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ a è b îáðàçóþò
óãîë 30� . Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà S. Íàéäèòå åãî îáú¼ì.

87. Â ïðÿìîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ 2
p

2 ñì è 5 ñì îá-
ðàçóþò óãîë 45� . Ìåíüøàÿ äèàãîíàëü îñíîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà
7 ñì. Íàéäèòå åãî îáú¼ì.

88. Îñíîâàíèå ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà � ðîìá, ïëîùàäü êîòîðîã î
1 ì 2. Ïëîùàäü äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé 3 ì 2 è 6 ì 2. Íàéäèòå îáú¼ì ïàðàë-
ëåëåïèïåäà.

89. Îñíîâàíèå íàêëîííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà � êâàäðàò, ñòîðîíà ê îòî-
ðîãî ðàâíà 1 ì. Îäíî èç áîêîâûõ ð¼áåð ðàâíî 2 ì è îáðàçóåò ñ êàæäîé
èç ïðèëåãàþùèõ ñòîðîí óãîë 60� . Íàéäèòå îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà.

90. Ïî ñòîðîíå îñíîâàíèÿ a è áîêîâîìó ðåáðó b íàéäèòå îáú¼ì ïðà-
âèëüíîé a)òðåóãîëüíîé; á) ÷åòûð¼õóãîëüíîé; â) øåñòèóãîëü íîé ïðèçìû.

91. Äåðåâÿííàÿ ïëèòà â ôîðìå ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà ñî ñò î-
ðîíîé 3; 2 ñì è òîëùèíîé 0; 7 ñì èìååò ìàññó 17; 3 ã. Íàéäèòå ïëîòíîñòü
äåðåâà.

92. Äèàãîíàëü ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà 3; 5 ñì, à
äèàãîíàëü áîêîâîé ãðàíè 2; 5 ñì. Íàéäèòå îáú¼ì ïðèçìû.

93. Áîêîâûå ð¼áðà íàêëîííîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíû 15 ì, à ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ñîäåðæàùèìè èõ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ðàâíû 26 ì,
25 ì è 17 ì. Íàéäèòå îáú¼ì ïðèçìû.

94. Ñå÷åíèå æåëåçíîäîðîæíîé íàñûïè èìååò âèä òðàïåöèè ñ íèæíèì
îñíîâàíèåì 14 ì, à âåðõíèì � 8 ì è âûñîòîé 3; 2 ì. Íàéäèòå, ñêîëüêî
êóáè÷åñêèõ ìåòðîâ çåìëè íàõîäèòñÿ íà 1 êì íàñûïè.

95. Îñíîâàíèå ïðèçìû � òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäíà ñòîðîíà ðàâ íà
2 ñì, à äâå äðóãèå ïî 3 ñì. Áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 4 ñì è ñîñòàâëÿåò ñ
ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë 45� . Íàéäèòå ðåáðî ðàâíîâåëèêîãî êóáà.

96. Ïî ñòîðîíå a è áîêîâîìó ðåáðó b íàéäèòå îáú¼ì ïðàâèëüíîé à)
òðåóãîëüíîé; á) ÷åòûð¼õóãîëüíîé; â) øåñòèóãîëüíîé ïèðàìè äû.

97. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäû a, à
äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâåí 45� . Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.

98. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû � ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 9 ì è 12 ì,
âñå áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû12; 5 ì. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.

99. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîí à-
ìè 6 ñì, 6 ñì è 8 ñì. Âñå áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 9 ñì. Íàéäèòå îáú¼ì
ïèðàìèäû.
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6.2 Îáú¼ìû è ïîâåðõíîñòè òåë âðàùåíèÿ.

6.2.1 Ïîíÿòèå îáú¼ìà òåëà âðàùåíèÿ.

Òåëà âðàùåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè òåëàìè, à, ñëåäîâàòåëüí î, ïî-
íÿòèå îáú¼ìà ïðîñòîãî òåëà íà íèõ íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.2.1. Äàííîå òåëî èìååò îáú¼ì V, åñëè ñóùåñòâóþò ñî-
äåðæàùèå åãî è ñîäåðæàùèåñÿ â í¼ì ïðîñòûå òåëà ñ îáú¼ìàìè, ñêîëü
óãîäíî ìàëî îòëè÷àþùèìèñÿ îò V.

6.2.2 Ïîíÿòèå øàðîâîãî ñåãìåíòà è ñåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 6.2.2. Øàðîâûì ñåãìåíòîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòü øàðà, îò-
ñåêàåìàÿ îò íåãî ïëîñêîñòüþ.

Ðèñ. 6.1: Øàðîâîé ñåãìåíò.

Îïðåäåëåíèå 6.2.3. Øàðîâûì ñåêòîðîì íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ïî-
ëó÷àåòñÿ èç øàðîâîãî ñåãìåíòà äîïîëíåíèåì, åñëè øàðîâîé ñå ãìåíò ìåíü-
øå ïîëóøàðà, èëè óäàëåíèåì, åñëè øàðîâîé ñåãìåíò áîëüøå ïîë óøàðà,
êîíóñà ñ òåì æå îñíîâàíèåì, ÷òî è ó ñåãìåíòà, è âåðøèíîé â öåíò ðå øàðà.
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Ðèñ. 6.2: Øàðîâîé ñåêòîð.

6.2.3 Ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ îáú¼ìîâ òåë âðàùåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1. îáú¼ì öèëèíäðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V = � � R2 � h; (6.7)

2. îáú¼ì êîíóñà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V =
1
3

� � � R2 � h; (6.8)

3. Îáú¼ì óñå÷¼ííîãî êîíóñà ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé R1 è R2 âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå:

V =
1
3

� � � h �
�
R2

1 + R1 � R2 + R2
2

�
; (6.9)

4. îáú¼ì øàðà ñ ðàäèóñîì R âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V =
4
3

� � � R3; (6.10)

5. îáú¼ì øàðîâîãî ñåãìåíòà ñ ðàäèóñîì R è âûñîòîé h âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

V =
1
3

� � � h2 �
�

R �
h
3

�
; (6.11)

6. îáú¼ì øàðîâîãî ñåêòîðà ñ ðàäèóñîì R è âûñîòîé h âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

V =
2
3

� � � R2 � h: (6.12)
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6.2.4 Ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè òåë âðàùåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1. ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì R è âûñîòîé h
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Sáï = 2 � � � R � h; (6.13)

2. ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ ðàäèóñîì R è îáðàçóþùåé l
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Sáï = � � R � l ; (6.14)

3. ïëîùàäü ñôåðû ñ ðàäèóñîì R âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Sáï = 4 � � � R2; (6.15)

4. ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè øàðîâîãî ñåãìåíòà ñ ðàäèóñî ì R è
âûñîòîé h âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Sáï = 2 � � � R � h: (6.16)

Çàäàíèÿ:
100. 25 ì ìåäíîé ïðîâîëîêè èìåþò ìàññó 100; 7 ã. Íàéäèòå äèàìåòð

ïðîâîëîêè, åñëè ïëîòíîñòü ìåäè 8; 94 ã
ñì 3 .

101. Íàñîñ, ïîäàþùèé âîäó â ïàðîâîé êîò¼ë, èìååò äâà âîäÿíûõ öè-
ëèíäðà. Äèàìåòðû öèëèíäðîâ 80 ìì, à õîä ïîðøíÿ 150 ìì. ×åìó ðàâíà
÷àñîâàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íàñîñà, åñëè êàæäûé ïîðøåíü äå ëàåò50 ðà-
áî÷èõ õîäîâ â ìèíóòó.

102. Âî ñêîëüêî ðàç íóæíî óâåëè÷èòü âûñîòó öèëèíäðà, íå ìåíÿÿ åãî
îñíîâàíèå, ÷òîáû îáú¼ì óâåëè÷èëñÿ â n ðàç?

103. Âî ñêîëüêî ðàç íóæíî óâåëè÷èòü ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà,
íå ìåíÿÿ âûñîòó, ÷òîáû îáú¼ì óâåëè÷èëñÿ â n ðàç?

104. Êó÷à ùåáíÿ èìååò êîíè÷åñêóþ ôîðìó, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðî é
2 ì, à îáðàçóþùàÿ 2; 5 ì. Íàéäèòå îáú¼ì êó÷è ùåáíÿ.

105. Îñåâûì ñå÷åíèåì êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîë ü-
íûé òðåóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî 9 ì 2. Íàéäèòå îáú¼ì êîíóñà.

106. Ñòîã ñåíà èìååò ôîðìó öèëèíäðà ñ êîíè÷åñêèì âåðõîì. Ðàäèóñ
åãî îñíîâàíèÿ 2; 5 ì, âûñîòà 4 ì, ïðè÷¼ì öèëèíäðè÷åñêàÿ ÷àñòü èìååò
âûñîòó 2; 2 ì. Ïëîòíîñòü ñåíà 0; 03 ã

ñì 3 . Îïðåäåëèòå ìàññó ñåíà.
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107. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé ñòîðîí û
a. Íàéäèòå îáú¼ì ïîëó÷åííîãî òåëà âðàùåíèÿ.

108. Ñîñíîâîå áðåâíî äëèííîé 15; 5 ì èìååò äèàìåòðû êîíöîâ 42 ñì è
25 ñì. Êàêóþ îøèáêó (â ïðîöåíòàõ) ñîâåðøàþò, êîãäà âû÷èñëÿþò î áú¼ì
áðåâíà, óìíîæàÿ åãî äëèíó íà ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â ñ åðåäèíå
áðåâíà?

109. Òðåáóåòñÿ ïåðåïëàâèòü â îäèí øàð äâà ÷óãóííûõ øàðà ñ äèà-
ìåòðàìè 25 ñì è 35 ñì. íàéäèòå äèàìåòð íîâîãî øàðà.

110. Èìååòñÿ êóñîê ñâèíöà ìàññîé 1 êã. Ñêîëüêî øàðèêîâ äèàìåòðîì
1 ñì ìîæíî îòëèòü èç êóñêà, åñëè ïëîòíîñòü ñâèíöà 11; 4 ã

ñì 3 .
111. Âíåøíèé äèàìåòð ïîëîãî øàðà 18 ñì. Òîëùèíà ñòåíîê 3 ñì.

Íàéäèòå îáú¼ì ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí øàð.
112. Ïîëóöèëèíäðè÷åñêèé ñâîä ïîäâàëà èìååò 6 ì äëèíû è 5; 8 ì â

äèàìåòðå. Íàéäèòå ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü ïîäâàëà.
113. Â öèëèíäðå ïëîùàäü îñíîâàíèÿ Q, à ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ

M . ×åìó ðàâíà ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà?
114. Êîíóñîîáðàçíàÿ ïàëàòêà âûñîòîé 3; 5 ì ñ äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ

4 ì ïîêðûòà ïàðóñèíîé. Ñêîëüêî êâàäðàòíûõ ìåòðîâ ïàðóñèíû ïî øëî
íà ïàëàòêó?

115. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîíóñà S, à îáðàçóþùèå íàêëîíåíû ê ïëîñ-
êîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì � . Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
êîíóñà.

116. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíîñòîðîííåãî
êîíóñà ðàâíîâåëèêà, ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè øàðà, ïîñ òðîåííîãî
íà åãî âûñîòå êàê íà äèàìåòðå.

117. Ðàäèóñ êðóãîâîãî ñåêòîðà ðàâåí3 ì, åãî óãîë 120� . Ñåêòîð ñâ¼ð-
íóò â êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü. Íàéäèòå ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîí óñà.

6.3 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 12 êì, à êàæäîå
áîêîâîå ðåáðî íàêëîíåíî ê îñíîâàíèþ ïîä óãëîì â 60� . Íàéäèòå
îáú¼ì ïèðàìèäû.

2. Â óñå÷¼ííîì êîíóñå ðàäèóñ îäíîãî îñíîâàíèÿ â 9 ðàç áîëüøå äðóãî-
ãî. Íàéäèòå åãî îáú¼ì, åñëè âûñîòà óñå÷¼ííîãî êîíóñà ðàâíà 6 êì,
à îáðàçóþùàÿ � 10 êì.

3. Â öèëèíäðå, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí 10 ìì, íà ðàññòîÿíèè 8 ìì ïà-
ðàëëåëüíî îñè ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîùàäüþ 120ìì 2. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.
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Ãëàâà 7

Àëãåáðà. Ïîâòîðåíèå.

7.1 Ââåäåíèå. Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíî-
æåíèÿ. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåí-
ñòâà.

7.1.1 Ìíîæåñòâà.

Â ýòîé ÷àñòè ìû âñïîìíèì èçâåñòíûå íàì ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 7.1.1. Ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî ÷èñåë, èñïîëüçóåìûõ ïðè íóìåðîâàíèè ïðåäìåòîâ. Ýòî ìíîæåñòâî
îáîçíà÷àåòñÿ N.

Îïðåäåëåíèå 7.1.2. Ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íóëÿ è âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëå, âçÿòûõ ñî çíàêîì � . Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ Z.

Îïðåäåëåíèå 7.1.3. Ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë âèäà m

n , ãäåm � ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, à n �
ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ Q.

Çàìå÷àíèå. Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî çàïèñü ÷èñëà� m
n â âèäå � m

n
êîððåêòíà, à m

� n � íåò.

Îïðåäåëåíèå 7.1.4. Ìíîæåñòâîì èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ äð îáåé. Ýòî
ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ I .

Çàìå÷àíèå. Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà íåâîç-
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äðîáè m

n .
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Îïðåäåëåíèå 7.1.5. Ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ (èëè âåùåñòâåí-
íûõ) ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ÷èñåë ìíîæåñòâ
ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà ÷àåòñÿR.

Çàìå÷àíèå. Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî:

R = Q + I :

7.1.2 Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(a � b)2 = a2 � 2ab+ b2 (7.1)

a2 � b2 = ( a � b)(a + b) (7.2)

(a � b)3 = a3 � 3a2b+ 3ab2 � b3 (7.3)

a3 � b3 = ( a � b)(a2 � ab+ b2) (7.4)

7.1.3 Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.

7.1.3.1 Ïîíÿòèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.1.6. Óðàâíåíèå âèäà

ax2 + bx + c = 0; (7.5)

ãäåa 6= 0 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âàðèàöèè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.
Íàïðèìåð, ñàìàÿ èçâåñòíàÿ � ïðèâåä¼ííîå êâàäðàòíîå óðàâíå íèå x2 +
px + q = 0.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíå íèÿ. Ìû
ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà: ñ ïîìîùüþ äèñêðèìèíàíòà è ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû Âèåòà.
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7.1.3.2 Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðèìè-
íàíòà.

Îïðåäåëåíèå 7.1.7. Äèñêðèìèíàíò (îò ëàò. discriminans � ðàçäåëÿþ-
ùèé, ðàçëè÷àþùèé) êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà (7.5) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
D = b2 � 4ac.

Â ñëó÷àå, åñëè äèñêðèìèíàíò D > 0, òî êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà
íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå:

x1;2 =
� b�

p
D

2a
: (7.6)

Åñëè æå äèñêðèìèíàò D < 0, òî íà âåùåñòâåííîé îñè ðåøåíèé íåò.
Íàïðèìåð, x2 � 2x � 3 = 0

D = ( � 2)2 � 4 � 1 � (� 3) = 4 + 12 = 16 = 4 2:

x1;2 =
� (� 2) �

p
16

2 � 1
=

2 � 4
2

= 1 � 2:

x1 = 1 � 2 = � 1; x2 = 1 + 2 = 3 :

7.1.3.3 Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Âèåòà.

Òåîðåìà 7.1 (Òåîðåìà Âèåòà). Åñëè x1; x2 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (7.5), òî ñïðàâåäëèâî:

�
x1 + x2 = � b

a ;
x1 � x2 = c

a :
(7.7)

Íàïðèìåð, x2 � 2x � 3 = 0

�
x1 + x2 = � (� 2);

x1 � x2 = � 3:

�
x1 + x2 = 2;
x1 � x2 = � 3:

Èòàê, ïîëó÷åí îòâåò:

x1 = � 1; x2 = 3:
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7.1.3.4 Ðàçëîæåíèå êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà íà ìíîæèòåëè.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè x1 è x2 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (7.5), òî
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ax2 + bx + c = a(x � x1)(x � x2): (7.8)

7.1.3.5 Ðåøåíèå êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþ-
ùèì àëãîðèòìîì:

1. Ïåðåíåñòè âñå ñëàãàåìûå êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà â ëåâóþ ÷àñòü.

2. Ðàçëîæèòü êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí íà ìíîæèòåëè.

3. Íàíåñòè íà îñü êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

4. Ïîñ÷èòàòü çíàê ìíîãî÷ëåíà è ñðàâíèòü ñî çíàêîì íåðàâåíñò âà.

Ðàññìîòðèì ýòîò àëãîðèòì íà ïðèìåðå. Ðåøèòü êâàäðàòíîå íåð àâåí-
ñòâî:

x2 + 6 6 5x

Ðèñ. 7.1: Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

1)x2 � 5x + 6 = 0

2)
�

x1 + x2 = 5;
x1x2 = 6:

)
�

x1 = 2;
x2 = 3:

) x2 � 5x + 6 = ( x � 2)(x � 3)

Ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî
(x � 2)(x � 3) 6 0

Íàíåñ¼ì ïîëó÷åííîå íà îñü è ïîñ÷èòàåì çíàêè íåðàâåíñòâà íà è íòåðâàëàõ
(ñì. ðèñóíîê 7.1).
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Èòàê, îòâåò:
x 2 [2; 3]:

Çàäàíèÿ:
Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî â âèäå äðîáè ñ îñíîâàíèåì a:

1. 2; a = 3 2. 3; a = 7
3. � 2; a = 4 4. 30; a = 10

Âû÷èñëèòü:
5. 1

2 + 1
4 6. 1

4 � 1
2 7. 2

5 + 4 8. � 2
5 � 3 9. 5 � 2

3
Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

10. a3 � b3

(a+ b)2 � ab 11. (a2 � b2 )( a+2 b)
a2+ ab� 2b2 12. a� b

a+ b + a+ b
a� b

13. a3+ b3

(a2 � b2 )( a2 � ab+ b2 ) 14.
� p

2p
3

�
p

3p
2

�
�
p

6
Íàéäèòå êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

15. 2x2 + 3x � 2 = 0 16. 3x2 � 4
p

3x + 1 = 0 17. x2 � 5x + 4 = 0
18. 5x2 � 20

p
2x + 5 = 0

Íàéäèòå êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âè åòà:
19. x2 � 2x + 1 = 0 20. x2 � 5x + 6 = 0 21. x2 + 5x + 4 = 0
22. x2 + 3x � 3 = 0

Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:
23. x2 � 2x + 1 6 0 24. x2 � 5x > 6 25. x2 + 5x + 4 < 0
26. x2 + 3x > 3

7.2 Ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà.

Îïðåäåëåíèå 7.2.1. Óãëîì â 1 ðàäèàí íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûé óãîë,
äëèíà äóãè êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè.

Ñëåäñòâèå. 180� â ãðàäóñíîé ìåðå ðàâíî � â ðàäèàííîé.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ñëåäñòâèåì ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ïåðåâîäà èç
ãðàäóñíîé ìåðû â ðàäèàííóþ è íàîáîðîò.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äàí óãîë â n� è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü åãî ðàäè-
àííóþ ìåðó � , òîãäà

� =
� � n�

180�
: (7.9)

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äàí óãîë â � ðàäèàí è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü åãî
ãðàäóñíóþ ìåðó n� , òîãäà

n� =
180� � �

�
: (7.10)
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Ðàäèàííàÿ ìåðà óïðîùàåò íåêîòîðûå ôîðìóëû.

Óòâåðæäåíèå. Äëèíà äóãè (l � ) îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, îáðàçóþùåé
öåíòðàëüíûé óãîë ðàâíûé � ðàäèàí, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

l � = �R:

Óòâåðæäåíèå. Äëèíà îêðóæíîñòè ( l) ðàäèóñàR âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

l = 2�R:

Óòâåðæäåíèå. Ïëîùàäü ñåêòîðà ðàäèóñà R ñ öåíòðàëüíûì óãëîì ðàâ-
íûì � ðàäèàí âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S� = �
R2

2
:

Óòâåðæäåíèå. Ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà R âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S = �R 2:

Çàäàíèÿ:
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (7.9) è (7.10), ïåðåâåäèòå óãîë èç ãðàäóñ íîé ìåðû

â ðàäèàííóþ è íàîáîðîò:
27. 10� ; 12� ; 15� ; 20� ; 45� ; 90� ; 270� ; 360� .
28. � �; �

6 ; �
4 ; �

3 ; �
2 ; 2�

3 .

7.3 Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà.

Çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè äîãîâ îðèì-
ñÿ èñïîëüçîâàòü íàïðàâëåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à çà îò ðèöàòåëü-
íîå � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ñì. ðèñóíîê 7.2).

Ðèñ. 7.2: Íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 7.3.
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Ðèñ. 7.3: Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

Îïðåäåëåíèå 7.3.1. Ñèíóñîì óãëà� íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâî-
ëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå, ò.å.

sin� =
b
c
: (7.11)

Îïðåäåëåíèå 7.3.2. Êîñèíóñîì óãëà� íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëå-
æàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå, ò.å.

cos� =
a
c

: (7.12)

Îïðåäåëåíèå 7.3.3. Òàíãåíñîì óãëà � íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòè-
âîëåæàùåãî ê ïðèëåæàùåìó êàòåòîâ, ò.å.

tg � =
b
a

: (7.13)

Îïðåäåëåíèå 7.3.4. Êîòàíãåíñîì óãëà� íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðè-
ëåæàùåãî ê ïðîòèâîëåæàùåìó êàòåòîâ, ò.å.

ctg � =
a
b

: (7.14)

Êîôóíêöèè.

Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèè sin� è cos� ÿâëÿþòñÿ êîôóíêöèÿìè äðóã äðó-
ãà.

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèè tg � è ctg � òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîôóíêöèÿìè äðóã
äðóãà.

Çíàêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Íà ðèñóíêå 7.4 èçîáðàæåíû çíàêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöè é íà

îêðóæíîñòè.
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Ðèñ. 7.4: Çíàêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî.

cos2 � + sin2 � = 1 (7.15)

Íåðåäêî áûâàþò ïîëåçíû è ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

tg � =
sin�
cos�

; ctg � =
cos�
sin�

: (7.16)

tg � � ctg � = 1; tg2 � + 1 =
1

cos2 �
; ctg2 � =

1
sin2 �

(7.17)

Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ:

cos (� � � ) = cos � cos� � sin� sin�;
sin (� � � ) = sin � cos� � cos� sin�;

tg (� � � ) = tg � � tg �
1� tg � tg � :

(7.18)

Ôîðìóëû ñóììû è ðàçíîñòè ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ:

sin� � sin� = 2 sin � � �
2 cos� � �

2 ;
cos� + cos� = 2 cos � + �

2 cos� � �
2 ;

cos� � cos� = � 2 sin � + �
2 sin � � �

2 :
(7.19)

Ôîðìóëû äâîéíîãî óãëà:

sin 2� = 2 sin � cos�;
cos 2� = cos2 � � sin2 � = 1 � 2 sin2 � = 2 cos2 � � 1;

tg 2� = 2 tg �
1� tg 2 � :

(7.20)



7.4. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ. 105

Ôîðìóëû ïîëîâèííîãî óãëà:

sin2 �
2 = 1� cos�

2 ;
cos2 �

2 = 1+cos �
2 :

(7.21)

Â ïðèëîæåíèè 3 âû ìîæåòå îçíàêîìèòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè òðèãîíîì åò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ óãëàõ.

Çàäàíèÿ:
Óïðîñòèòå:

29. tg � � 1
2 sin2 � 30. cos� + 2 sin2 �

2 31. sin2 �
2

1� cos�

32. tg 3� cos 3� +sin � +2 sin 3 �
2

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (7.18) è òàáëèöû çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñ êèõ
ôóíêöèé (ñì. ïðèëîæåíèå 3), âû÷èñëèòå:

33. sin 105� .

7.4 Òðèãîíîìåòðèÿ. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.

Èç ôîðìóë (7.18), ïîëàãàÿ � = �n
2 ; n 2 Z, ñëåäóþò òàê íàçûâàåìûå

ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ , êîòîðûå ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü âûðà-
æåíèÿ âèäà:

sin
�
� + �n

2

�
cos

�
� + �n

2

�

tg
�
� + �n

2

�
ctg

�
� + �n

2

�

Îïðåäåëåíèå 7.4.1. Èñõîäíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ äî ïðè-
ìåíåíèÿ ê íåé êàêèõ-ëèáî ïðåîáðàçîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 7.4.2. Ïðèâåä¼ííîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ê íåé ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ.

Ïðàâèëî ïðèâåäåíèÿ:

1. Ïåðåä ïðèâåä¼ííîé ôóíêöèåé ñòàâèòñÿ òîò çíàê, êîòîðûé èì ååò
èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ïðè � 2

�
0; �

2

�
.

2. Ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íà êîôóíêöèþ, åñëè n � íå÷¼òíî, è íå ìåíÿåòñÿ,
åñëèn � ÷¼òíîå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïðåîáðàçóéòå äàííîå âûðàæåíèå òàêèì îá ðàçîì,
÷òîáû àðãóìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêö èè ïðèíàä-
ëåæàë ïðîìåæóòêó (0; �

2 ): a) sin 11�
7 ; b) tg

�
� 4�

3

�
.

Ðåøèì ïðèìåð a. Äëÿ íà÷àëà íà êðóãå îòìåòèì òî÷êó, ñîîòâåòñò âóþ-
ùóþ óãëó â 11�

7 ðàäèàí (íà ðèñóíêå 7.5 a).
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Ðèñ. 7.5: Ðåøåíèå ïðèìåðà

Ðàçäåëèì 11
7 è ïîëó÷èì 1; 57142: : :, à, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî

3�
2

<
11�
7

< 2�:

Ìû íàõîäèìñÿ íà ïîëîæèòåëüíîì îáîðîòå, à çíà÷èò ê èñêîìîìó � ìû
äîëæíû ïðèáàâèòü íàèìåíüøóþ ãðàíèöó èíòåðâàëà, ò.å. 3�

2 . Èíûìè ñëî-
âàìè, ïîëó÷åíî:

sin
11�
7

= sin
�

� +
3�
2

�

Òåïåðü æå, ÷òîáû âû÷èñëèòü� íóæíî ðåøèòü ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå:

� +
3�
2

=
11�
7

:

Ðåøèâ åãî, ìû ïîëó÷èì, ÷òî � = �
14 èëè

sin
11�
7

= sin
�

�
14

+
3�
2

�

Äàëåå ðàáîòàåò ïðàâèëî:

1. Íà èíòåðâàëå
�

3�
2 ; 2�

�
ñèíóñ îòðèöàòåëåí, à, çíà÷èò, ïåðåä ïðèâå-

ä¼ííîé ôóíêöèåé áóäåò ñòîÿòü " � ".

2. Â íàøåì ñëó÷àå, n = 3 � íå÷¼òíî, à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íà
êîôóíêöèþ. Êîôóíêöèÿ ê ñèíóñó � êîñèíóñ.
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Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

sin
11�
7

= � cos
�
14

:

Ðåøèì òåïåðü ïðèìåð b. Êàê è ðàíüøå, íà÷èíàòü íóæíî ñ êðóãà.
Îòìåòèì íà êðóãå òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ óãëó â � 4�

3 ðàäèàí (íà ðè-
ñóíêå 7.5 b). Ðàçäåëèì � 4

3 è ïîëó÷èì � 1; 3333: : :, à, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî

� 3�
2

< �
4�
3

< � �:

Ìû íàõîäèìñÿ íà îòðèöàòåëüíîì îáîðîòå, à çíà÷èò îò èñêîìîãî � ìû
äîëæíû îòíÿòü íàèìåíüøóþ ãðàíèöó èíòåðâàëà ïî ìîäóëþ, ò.å. 3�

2 . Èìå-
åì:

tg
�

�
4�
3

�
= tg

�
� �

3�
2

�

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå:

� �
3�
2

= �
4�
3

:

Ðåøèâ åãî, ìû ïîëó÷èì, ÷òî � = �
6 èëè

tg
�

�
4�
3

�
= tg

�
�
6

�
3�
2

�

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî, áóäåì èìåòü:

1. Íà èíòåðâàëå
�
� 3�

2 ; � �
�

òàíãåíñ îòðèöàòåëåí, à, çíà÷èò, ïåðåä ïðè-
âåä¼ííîé ôóíêöèåé áóäåò ñòîÿòü " � ".

2. Â íàøåì ñëó÷àå, n = 3 � íå÷¼òíî, à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íà
êîôóíêöèþ. Êîôóíêöèÿ ê òàíãåíñó � êîòàíãåíñ.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

tg
�

�
4�
3

�
= � ctg

�
6

:

Çàäàíèÿ:
Ïðåîáðàçóéòå äàííîå âûðàæåíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû àðãóìå íò ñî-

îòâåòñòâóþùåé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàë ïð îìåæóòêó
(0; �

2 ):
34. sin 7�

8 35. cos
�
� 5�

3

�
36. tg 0; 6� 37. (� 1; 2� )

38. tg 6�
5 39. sin

�
� 5�

9

�
40. cos 1; 8� 41. (0; 9� )

×àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ñëó÷àè ðàññìîòðåíû â ïðèëîæåíèè 4.
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7.5 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sin, cos è
èõ ãðàôèêè.

7.5.1 Ñèíóñ.

Îïðåäåëåíèå 7.5.1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = sin x
íàçûâàåòñÿ ñèíóñîì.

Îïðåäåëåíèå 7.5.2. Ãðàôèê ñèíóñà íàçûâàåòñÿ ñèíóñîèäîé.

Ñõåìàòè÷åñêèé ãðàôèê ñèíóñîèäû èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 7.6.

Ðèñ. 7.6: Ñèíóñîèäà

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = sin x

1. D(y) : x 2 R.

2. E(y) : y 2 [� 1; 1].
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3. Íå÷¼òíàÿ

4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T0 = 2� .

7.5.2 Êîñèíóñ.

Îïðåäåëåíèå 7.5.3. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = cosx
íàçûâàåòñÿ êîñèíóñîì.

Çàìå÷àíèå. Ãðàôèê êîñèíóñà òàêæå íàçûâàåòñÿ ñèíóñîèäîé.

Ñõåìàòè÷åñêèé ãðàôèê òàêîé ñèíóñîèäû èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 7.7.

Ðèñ. 7.7: Ñèíóñîèäà (ãðàôèê ôóíêöèè y = cosx)

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = cosx

1. D(y) : x 2 R.

2. E(y) : y 2 [� 1; 1].
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3. ×¼òíàÿ

4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T0 = 2� .

Çàäàíèÿ:
Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè è îïèøèòå åãî ñâîéñòâà:

42. y = 1 + sin x 43. y = cosx � 1
44. y = sin x � 2 45. y = cosx + 3

7.6 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè tg, ctg è èõ
ãðàôèêè.

7.6.1 Òàíãåíñ.

Îïðåäåëåíèå 7.6.1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = tg x
íàçûâàåòñÿ òàíãåíñîì.

Îïðåäåëåíèå 7.6.2. Ãðàôèê òàíãåíñà íàçûâàåòñÿ òàíãåíñîèäîé.

Ñõåìàòè÷åñêèé ãðàôèê òàíãåíñîèäû èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 7.8.

Ðèñ. 7.8: Òàíãåíñîèäà

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = tg x

1. D(y) : x 2
�
� �

2 + �n ; �
2 + �n

�
; n 2 Z.
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2. E(y) : y 2 R.

3. Íå÷¼òíàÿ

4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T0 = � .

7.6.2 Êîòàíãåíñ.

Îïðåäåëåíèå 7.6.3. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = ctg x
íàçûâàåòñÿ êîòàíãåíñîì.

Îïðåäåëåíèå 7.6.4. Ãðàôèê êîòàíãåíñà òàêæå íàçûâàåòñÿ òàíãåíñîè-
äîé.

Ñõåìàòè÷åñêèé ãðàôèê òàêîé òàíãåíñîèäû èçîáðàæ¼í íà ðèñóí êå 7.9.

Ðèñ. 7.9: Òàíãåíñîèäà (ãðàôèê ôóíêöèè y = ctg x)

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = ctg x

1. D(y) : x 2 (�n ; � + �n ) ; n 2 Z.

2. E(y) : y 2 R.

3. Íå÷¼òíàÿ

4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T0 = � .
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Çàäàíèÿ:
Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè è îïèøèòå åãî ñâîéñòâà:

46. y = tg x � 1 47. y = ctg x + 1
48. y = tg x + 2 49. y = ctg x � 3
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè.

8.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè.

8.1.1 Ïîíÿòèå ÷èñëîâîé ôóíêöèè. Ãðàôèê ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 8.1.1. ×èñëîâîé ôóíêöèåé, îïðåäåë¼ííîé íà ìíîæåñòâå
D, íàçûâàåìîì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ñî çíà÷åíèÿìè íà ìíîæåñ òâåE,
íàçûâàåìîì îáëàñòüþ çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ òàêîå ñîîòâåòñò âèå, ïðè êî-
òîðîì êàæäîìó ÷èñëó x, íàçûâàåìîìó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, èç ìíî-
æåñòâàD ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó ÷èñëî y èç ìíîæåñòâà
E, çàâèñÿùåå îò x è íàçûâàåìîå àðãóìåíòîì ôóíêöèè.

Ôóíêöèè îáîçíà÷àþòñÿ:

f (x); y(x); :::

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ y = f (x).

Îïðåäåëåíèå 8.1.2 (Äðóãîå îïðåäåëåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ) . Îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî ÷èñåë x, ïðè
êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò ñìûñë.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ: D(f ) èëè D(y).

Îïðåäåëåíèå 8.1.3 (Äðóãîå îïðåäåëåíèå îáëàñòè çíà÷åíèÿ) . Îáëàñòüþ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî ÷èñåë y, êîòîðûå ôóíê-
öèÿ ìîæåò ïðèíÿòü, êîãäà x "ïðîáåãàåò" âñå çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè.

Îáëàñòü çíà÷åíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ: E(f ) èëè E(y).

113
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Îïðåäåëåíèå 8.1.4. Ãðàôèêîì ôóíêöèè f íàçûâàþò ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê (x; y) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ãäå y = f (x), à x "ïðîáåãàåò" âñþ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f .

Çàìå÷àíèå. Ïîäìíîæåñòâî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì
êàêîé-ëèáî ôóíêöèè, åñëè îíî èìååò íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷ê è ñ ïðÿ-
ìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè Oy.

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè:

1 ñïîñîá. Òàáëè÷íûé � ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ òàáëèöåé.

2 ñïîñîá. Àíàëèòè÷åñêèé � ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû.

3 ñïîñîá. Ãðàôè÷åñêèé� ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà.

8.1.2 Ïðåäåë ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 8.1.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëóa, åñ-
ëè ìîäóëü ðàçíîñòè jx � aj ïðè èçìåíåíèè x ìåíüøå ëþáîãî ñêîëü óãîäíî
ìàëîãî ÷èñëà ". Èíûìè ñëîâàìè, ïåðåìåííàÿ x ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëóa, åñëè
x ïðèíèìàåò î÷åíü áëèçêèå ê ÷èñëó a çíà÷åíèÿ.

Òîò ôàêò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëóa, çàïèñûâàþò òàê:
x ! a.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå "ñòðåìëåíèÿ" äëÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 8.1.6. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f (x) â òî÷-
êåa, åñëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèéx, ñòðåìÿùèõñÿ ê ÷èñëó a, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ñòðåìÿòñÿ ê ÷èñëób.

Òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî b ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f (x) â òî÷êå a,
çàïèñûâàþò òàê:

lim
x! a

f (x) = b:

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè, åñëè a = 1 .

8.1.3 Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå âåëè-
÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 8.1.7. Ôóíêöèÿ � (x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè
x ! a, åñëè å¼ ïðåäåë ðàâåí0, ò.å.

lim
x! a

� (x) = 0 :
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Íàïðèìåð, ïðè x ! + 1 ôóíêöèÿ f (x) = 1
x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-

ëîé, òàê êàê

lim
x! + 1

1
x

= 0:

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ íèêîãäà íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Íà ãðàôèêå ýòîò
ôàêò îòðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè x, ãðàôèê ôóíêöèè âñ¼
áëèæå è áëèæå ïîäõîäèò ê 0.

Ðèñ. 8.1: Ãðàôèê ôóíêöèè y = 1
x .

Îïðåäåëåíèå 8.1.8. Ôóíêöèÿ � (x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè
x ! a, åñëè å¼ ïðåäåë ðàâåí1 , ò.å.

lim
x! a

� (x) = 1 :

Íàïðèìåð, ïðè x ! + 1 ôóíêöèÿ f (x) = x2 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîé, òàê êàê

lim
x! + 1

x2 = + 1 :

Íà ãðàôèêå ýòîò ôàêò îòðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè x, ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò âñ¼ áîëüøèå è áîëüøèå çíà÷åíèÿ.

8.1.4 Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 8.1.9. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè å¼ ïðåäåë â ýòîé òî÷êå ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â íåé, ò.å.

lim
x! x0

f (x) = f (x0):
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Îïðåäåëåíèå 8.1.10. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåð-
âàëåI , åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èç äàííîãî èíòåðâàëà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x2 íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, y = 1
x

� íà èíòåðâàëàõ I = ( �1 ; 0) èëè I = (0; + 1 ), íî y = 1
x íà èíòåðâàëå

I = R íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è, êðîìå òîãî,
x0 6= �1 , òî ñïðàâåäëèâî:

f (x0) = lim
x! x0

f (x):

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x2 íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 2, òîãäà ñïðà-
âåäëèâî

lim
x! 2

x2 = 2 2 = 4:

Çàäàíèÿ:
Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå:

50. y = 2x2 � 3x + 5; x1 = 0; x2 = 1; x3 =
p

2
51. y = 1

x2 � 1; x1 = � 1; x2 = 0; x3 = 2
52. y = 3x � 1

x ; x1 = 1; x2 = 2; x3 = 1
2

53. y = 3
x � 1

x2 � 1 + 2x2; x1 = � 1; x2 = 2; x3 = 1; 2

54. Ïî ðèñóíêó 8.2 îïðåäåëèòå, êàêèå ôèãóðû ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè
ôóíêöèé.

Ðèñ. 8.2: Ãðàôèêè ôóíêöèé ê çàäà÷å.

Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:
55. y = 1

x + x 56. y = 2
x� 1 +

p
x 57. y = 3x � 1p

x

58. y = 2
p

x2 + 1 59. y = 2
p

x � 1p
1� x

60. y = 3 � 1p
x� 1

61. y = 5 �
p

x
x� 1 62. y =

p
x2 � 5x+6

x 63. (*) y = 1p
1�

p
x� 1

Íàéäèòå ïðåäåëû ôóíêöèé â òî÷êàõ ( Ïîäñêàçêà: â òî÷êàõ, â êîòîðûõ
òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäåëû, ôóíêöèè íåïðåðûâíû ):

64. lim
x! 2

(x2 � 1) 65. lim
x! 5

(x3 � 100) 66. lim
x! 1;2

0;2
x� 1 67. lim

x! 25

p
x � 5
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8.2 Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ
ôóíêöèè. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

Êîëè÷åñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ìû çíàåì äîñòàòî÷íî íåâåëèêî. Îäíàêî,
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìíîãèå íîâûå ôóíêöèè èìåþò ÷òî-òî îáùåå ñ óæå
èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

y = 1 � 2 sin
� �

4
�

x
3

�
(8.1)

î÷åíü ïîõîæà íà y = sin x. Íà ñòðàíèöå 123 ìû ïîñòðîèì å¼ ãðàôèê, à
ñåé÷àñ ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé.

Ïóñòü ìû çíàåì ôóíêöèþ y = f (x), à òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ

y = k2f (k1(x + a)) + b; (8.2)

òîãäà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâ àíèÿ ãðàôè-
êîâ ôóíêöèè. Äàâàéòå ðàññìîòðèì èõ ïî îòäåëüíîñòè.

Ïóñòü A(x; y) � òî÷êà èñõîäíîãî ãðàôèêà ôóíêöèè, à A0(x0; y0) � òî÷êà,
â êîòîðóþ ïåðåõîäèò òî÷êà A ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ' : A ! A0.

8.2.1 Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð (0; b) ïî îñè
Oy.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

' :
�

x0 = x
y0 = y + b

Óòâåðæäåíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) + b, íåîá-
õîäèìî êàæäóþ òî÷êó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x) ïîäíÿòü ââåðõ ( b > 0)
èëè îïóñòèòü âíèç ( b < 0) ïî îñè Oy íà jbj åäèíèö.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = x2 + 1.
Ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò ãðàôèê ôóíêöèè y = x2. Åãî ìû è âîçü-

ì¼ì çà èñõîäíûé. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì åãî, ïîòîì êàæäóþ òî÷êó ïî äíèìåì
ââåðõ íà 1 åäèíèöó. Â èòîãå ïîëó÷èì ãðàôèê òàêîé, êàêîé ïîêàç àí íà
ðèñóíêå 8.3.

8.2.2 Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð (� a; 0) ïî îñè
Ox.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

' :
�

x0 = x � a
y0 = y
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Ðèñ. 8.3: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 + 1

Óòâåðæäåíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x+ a), íåîáõî-
äèìî êàæäóþ òî÷êó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x) ñìåñòèòü âëåâî ( a > 0)
èëè âïðàâî ( a < 0) ïî îñè Ox íà jaj åäèíèö.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = ( x + 1) 2.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò ãðàôèê ôó íê-
öèè y = x2. Åãî ìû è âîçüì¼ì çà èñõîäíûé. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì åãî, ïîòîì
êàæäóþ òî÷êó ñìåñòèì âëåâî íà 1 åäèíèöó. Â èòîãå ïîëó÷èì ãðàô èê òà-
êîé, êàêîé ïîêàçàí íà ðèñóíêå 8.4.

Çàäàíèÿ:

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèè:

68. y = x2 � 1 69. y = 1
x + 1 70. y =

p
x � 1

71. y = cosx + 1 72. y = ( x � 1)2 73. y = 1
x+1

74. y =
p

x � 1 75. y = sin
�
x � �

3

�
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Ðèñ. 8.4: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = ( x + 1) 2

8.3 Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ
ôóíêöèè. Ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå.

8.3.1 Ðàñòÿæåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè â jk2j ðàç ïî îñè
Oy.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

' :
�

x0 = x
y0 = jk2jy

Óòâåðæäåíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = jk2jf (x), íåîá-
õîäèìî çíà÷åíèå ôóíêöèè y = f (x) â êàæäîé òî÷êå óìíîæèòü íà jk2j
åäèíèö.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = 2
p

x.
Ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò ãðàôèê ôóíêöèè y =

p
x. Åãî ìû è âîçüì¼ì

çà èñõîäíûé. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì åãî, ïîòîì åãî çíà÷åíèÿ â êàæä îé òî÷êå
óìíîæèì íà 2 åäèíèöû. Â èòîãå ïîëó÷èì ãðàôèê òàêîé, êàêîé ïîê àçàí
íà ðèñóíêå 8.5.
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Ðèñ. 8.5: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = 2
p

x

8.3.2 Ðàñòÿæåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè â jk1j ðàç ïî îñè
Ox.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

' :
�

x0 = jk1jx
y0 = y

Óòâåðæäåíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = f (jk1jx), íåîá-
õîäèìî êàæäîé àáñöèññå x0 ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè y = f (x), âû÷èñëåííîé â òî÷êå jk1jx0.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y =
p

2x.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò ãðàôèê ôó íê-
öèè y =

p
x. Åãî ìû è âîçüì¼ì çà èñõîäíûé. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì åãî, ïîòîì

êàæäîé òî÷êå x0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ôóíêöèè y =
p

x, âû-
÷èñëåííîé â òî÷êå 2x0. Â èòîãå ïîëó÷èì ãðàôèê òàêîé, êàêîé ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 8.6.
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Ðèñ. 8.6: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y =
p

2x

8.3.3 Îòîáðàæåíèå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò-
íûõ îñåé.

8.3.3.1 Îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

' :
�

x0 = x
y0 = � y

Çàìå÷àíèå. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèñõîäèò, åñëè â ôîðìóëå (8.2)
k2 < 0.

Óòâåðæäåíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = � f (x), íåîáõî-
äèìî êàæäóþ òî÷êó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x) ñèììåòðè÷íî îòîáðà-
çèòü îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = �
p

x.
Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò ãðàôèê

ôóíêöèè y =
p

x. Åãî ìû è âîçüì¼ì çà èñõîäíûé. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì
åãî, ïîòîì êàæäóþ òî÷êó ôóíêöèè y =

p
x ñèììåòðè÷íî îòîáðàçèì îò-

íîñèòåëüíî îñè Ox. Â èòîãå ïîëó÷èì ãðàôèê òàêîé, êàêîé ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 8.7.
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Ðèñ. 8.7: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = �
p

x

8.3.3.2 Îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

' :
�

x0 = � x
y0 = y

Çàìå÷àíèå. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèñõîäèò, åñëè â ôîðìóëå (8.2)
k1 < 0.

Óòâåðæäåíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = f (� x), íåîáõî-
äèìî êàæäóþ òî÷êó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x) ñèììåòðè÷íî îòîáðà-
çèòü îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y =
p

� x.
Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò ãðàôèê

ôóíêöèè y =
p

x. Åãî ìû è âîçüì¼ì çà èñõîäíûé. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì
åãî, ïîòîì êàæäóþ òî÷êó ôóíêöèè y =

p
x ñèììåòðè÷íî îòîáðàçèì îò-

íîñèòåëüíî îñè Oy. Â èòîãå ïîëó÷èì ãðàôèê òàêîé, êàêîé ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 8.8.

8.3.4 Îáùèé ñëó÷àé.

Íà ïðàêòèêå ðåäêî áûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ îäíèì ïðåîáð àçî-
âàíèåì. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ (8.1) èñïîëüçóåò âñå âûøå îïèñàí íûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ. Ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè òàêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ âñå è çâåñòíûå
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Ðèñ. 8.8: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y =
p

� x

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî î÷åðåäè. Â ýòîì ñëó÷àå âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîðÿ-
äîê ïðåîáðàçîâàíèé. Âûïèøåì ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê ïðåîáðàçî âàíèé, à
â ñêîáêàõ óêàæåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áó äåò ïðè-
ìåíÿòüñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè óñëîâèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ íå âûïîëíÿ-
åòñÿ, òî óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íå äåéñòâóåò íà ðàññìàòð èâàåìóþ
ôóíêöèþ.

Ïîðÿäîê ïðåîáðàçîâàíèé:

1. Îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Oy (k1 < 0).

2. Ðàñòÿæåíèå ïî îñè Ox (jk1j 6= 1).

3. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïî îñè Ox (a 6= 0).

4. Îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox (k2 < 0).

5. Ðàñòÿæåíèå ïî îñè Oy (jk2j 6= 1).

6. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïî îñè Oy (b6= 0).

Ïîñòðîèì æå òåïåðü ôóíêöèþ (8.1). Äëÿ íà÷àëà ïðåîáðàçóåì å¼ â âèä
(8.2):

y = � 2 sin
�

�
4

�
1
3

� x
�

+ 1;
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y = � 2 sin
�

�
1
3

�
x �

3�
4

��
+ 1:

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y0 = sin x. Äà-
ëåå, ðàññìîòðèì óñëîâèÿ è ñôîðìèðóåì ñïèñîê ïðåîáðàçîâàíè é:

1. k1 = � 1
3 < 0 ) îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Oy ! y1 = sin ( � x)

2. jk1j = 1
3 6= 1 ) ðàñòÿæåíèå ïî îñè Ox â 1

3 ðàçà! y2 = sin
�
� 1

3 � x
�
.

3. a = � 3�
4 6= 0 ) ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïî îñè Ox âïðàâî ( a =

� 3�
4 < 0) íà 3�

4 åäèíèöû ! y3 = sin
�
� 1

3

�
x � 3�

4

��
.

4. k2 = � 2 < 0 ) îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox ! y4 = � sin
�
� 1

3

�
x � 3�

4

��
.

5. jk2j = 2 6= 1 ) ðàñòÿæåíèå ïî îñè Oy â 2 ðàçà! y5 = � 2 sin
�
� 1

3

�
x � 3�

4

��
.

6. b= 1 6= 0 ) ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïî îñè Oy ââåðõ (b= 1 > 0) íà
1 åäèíèöó ! y.

Èòàê, äëÿ íà÷àëà ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y1 = sin ( � x), ïðèìåíèâ
îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Äëÿ ýòîãî êàæäîé òî÷êå ãðàôèêà y0

ñîïîñòàâèì òî÷êó ñ òåì æå çíà÷åíèåì ïî îñè Oy, íî â å¼ àáñöèññå ïîñòà-
âèì çíàê ¾� ¿, òî åñòü òî÷êà

�
� �

2 ; � 1
�

ïåðåéä¼ò â òî÷êó
�

�
2 ; � 1

�
, à òî÷êà�

�
2 ; 1

�
� â

�
� �

2 ; 1
�

(ñì. ðèñ. 8.9).

Ðèñ. 8.9: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y1 = sin ( � x)

Äàëåå, ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y2 = sin
�
� 1

3 � x
�
. Ïðèìåíèì ê y1

ðàñòÿæåíèå ïî îñè Ox â 1
3 ðàç. Íàïðèìåð, â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 = � �

2
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çíà÷åíèå ôóíêöèè áóäåò ðàâíî çíà÷åíèþ ôóíêöèè y1 â òî÷êå x
0

0 = 1
3 ��

� �
2

�
= � �

6 , òî åñòü
�
� �

2 ; 1
2

�
, à â òî÷êå ñ àáñöèññîéx0 = �

2 � çíà÷åíèþ
ôóíêöèè y1 â òî÷êå x

0

0 = 1
3 � �

2 = �
6 , òî åñòü

�
�
2 ; � 1

2

�
(ñì. ðèñ. 8.10).

Ðèñ. 8.10: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y2 = sin
�
� 1

3 � x
�

Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðèìåíèì ê ôóíêöèè y2 ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
ïî îñè Ox âïðàâî íà 3�

4 . Òî åñòü êàæäóþ òî÷êó ãðàôèêà ôóíêöèè y2

ñìåñòèì âïðàâî íà 3�
4 åäèíèöû. Íàïðèìåð, òî÷êà

�
� �

2 ; 1
2

�
ñìåñòèòüñÿ â

òî÷êó
�

�
4 ; 1

2

�
, à òî÷êà

�
�
2 ; � 1

2

�
� â òî÷êó

�
5�
4 ; � 1

2

�
(ñì. ðèñ. 8.11).

Ðèñ. 8.11: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y3 = sin
�
� 1

3

�
x � 3�

4

��

Ïðèìåíèì ê ãðàôèêó y3 îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Äëÿ ýòîãî
êàæäîé òî÷êå ãðàôèêà y3 ñîïîñòàâèì òî÷êó ñ òåì æå çíà÷åíèåì ïî îñè
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Ox, íî â å¼ îðäèíàòå (y) ïîñòàâèì çíàê ¾ � ¿, òî åñòü òî÷êà
�

�
4 ; 1

2

�
ïåðåéä¼ò

â òî÷êó
�

�
4 ; � 1

2

�
, à òî÷êà

�
5�
4 ; � 1

2

�
� â

�
5�
4 ; 1

2

�
(ñì. ðèñ. 8.12).

Ðèñ. 8.12: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y4 = � sin
�
� 1

3

�
x � 3�

4

��

Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðèìåíèì ê ôóíêöèè y4 ðàñòÿæåíèå ïî îñè Oy
â 2 ðàçà. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèå ôóíêöèè y4 â êàæäîé òî÷êå óìíîæèì íà
2. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà

�
�
4 ; � 1

2

�
ñòàíåò òî÷êîé

�
�
4 ; � 1

�
, à òî÷êà

�
5�
4 ; 1

2

�
�

òî÷êîé
�

5�
4 ; 1

�
(ñì. ðèñ. 8.13).

Ðèñ. 8.13: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y5 = � 2 sin
�
� 1

3

�
x � 3�

4

��
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È, íàêîíåö, ïðèìåíèâ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïî îñè Oy íà 1 åäè-
íèöó ââåðõ (òî÷êà

�
�
4 ; � 1

�
ñòàíåò òî÷êîé

�
�
4 ; 0

�
, à òî÷êà

�
5�
4 ; 1

�
� òî÷-

êîé
�

5�
4 ; 2

�
), ìû ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = � 2 sin

�
� 1

3

�
x � 3�

4

��
+ 1

(ñì. ðèñ. 8.14).

Ðèñ. 8.14: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = � 2 sin
�
� 1

3

�
x � 3�

4

��
+ 1

Èòàê, ãðàôèê ôóíêöèè (8.1) èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 8.15.

Ðèñ. 8.15: Ãðàôèê ôóíêöèè y = 1 � 2 sin
�

�
4 � x

3

�



128 Ãëàâà 8. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåä íà÷àëîì ïðèìåíåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèé, ôóíêöèþ íóæíî ïðèâåñòè ê ¾êàíîíè÷åñêîìó¿ âèäó (8.2).

Ìû ðàññìîòðåëè ñëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà ïðèñóòñòâóþò âñå øåñò ü ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íà ïðàêòèêå òàêèå ïðèìåðû âñò ðå÷àþòñÿ
êðàéíå ðåäêî.

8.3.5 Ñâÿçü ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = sin x è y = cosx.

Ïðè èçó÷åíèè òåìû "Êîñèíóñ"(ñì. 7.5.2), ìíîãèå èç âàñ íàâåð íÿêà çà-
äàâàëèñü âîïðîñîì: ïî÷åìó æå ãðàôèê êîñèíóñà íàçûâàåòñÿ ñèíóñîèäîé?
Ñåé÷àñ ìû ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.

Ïðåäñòàâèì x êàê
x = x0+

�
2

è ïîäñòàâèì åãî â ôóíêöèþ sinx. Ïîëó÷èì:

sinx = sin
�

x0+
�
2

�

Âñïîìèíàÿ òåìó "Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ"(ñì. 7.4) è òàáëèöó èç ï ðè-
ëîæåíèÿ 4, ïîëó÷èì, ÷òî

sinx = sin
�

x0+
�
2

�
= cosx0:

Îòêóäà è ñëåäóåò âàæíàÿ ôîðìóëà:

cosx = sin
�

x +
�
2

�
: (8.3)

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ãðàôèê êîñèíóñà ïîëó÷àåòñÿ ñìåùå íèåì
ñèíóñîèäû íà �

2 âëåâî.
Äåéñòâèòåëüíî, íà ðèñóíêå 8.16 ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå ñ ïîìîù üþ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôèêà ôóíêöèè y = cosx.
Çàäàíèÿ:
Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèè:

76. y = 2x2 77. y = 3
x 78. y = 1

2

p
x

79. y = 2 sin x 80. y = (2 x)2 81. y = 1
3x

82. y =
p x

3 83. y = tg 0 ; 5x 84. y = � (x)2

85. y = � 1
x 86. y = �

p
x 87. y = � cosx

88. y = ( � x)2 89. y = 1
� x 90. y = cos (� x)

91. y = 1 � 3(x + 1) 2 92. y = � 3
x+2 93. y = 2 cos 2x

94. y = 1 � 2 sin (0; 5x � 0; 5� )
95. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ãðàôèê ôóíêöèè y = ctg x íàçûâàåòñÿ òàíãåí-

ñîèäîé.
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Ðèñ. 8.16: Ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâ àíèé ãðà-
ôèêà ôóíêöèè y = cosx

8.4 ×¼òíûå è íå÷¼òíûå ôóíêöèè.

8.4.1 Îïðåäåëåíèå ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 8.4.1. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé, åñëè äëÿ âñåõx
èç å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

f (� x) = f (x): (8.4)

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x2 � ÷¼òíàÿ, òàê êàê

y(� x) = ( � x)2 = x2 = y(x);

à, çíà÷èò, òîæäåñòâî (8.4) âûïîëíåíî.

Îïðåäåëåíèå 8.4.2. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíîé, åñëè äëÿ âñåõ
x èç å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

f (� x) = � f (x): (8.5)

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x3 � íå÷¼òíàÿ, òàê êàê

y(� x) = ( � x)3 = � x3 = � y(x);

à, çíà÷èò, òîæäåñòâî (8.5) âûïîëíåíî.
À âñå ëè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè èëè íå÷¼òíûìè?
×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = x2 + x3.

Èññëåäóåì å¼ íà ÷¼òíîñòü.

y(� x) = ( � x)2 + ( � x)3 = x2 � x3 6= y(x):
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Î÷åâèäíî, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü ÷¼òíîé. Íî ìîæåò áûòü îíà íå÷¼ òíàÿ?
Âûíåñåì â ïîñëåäíåì çíàê "ìèíóñ" çà ñêîáêè è ïðîâåðèì, âûïîë íÿåòñÿ
ëè òîæäåñòâî íå÷¼òíîñòè:

y(� x) = � (� x2 + x3) 6= � y(x):

Èòàê, îíà íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷¼òíîé, íè íå÷¼òíîé. Êàêàÿ æå îíà òîãäà?
Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè îáùåãî âèäà .

Èòàê, ïî ñâîéñòâó ÷¼òíîñòè/íå÷¼òíîñòè ôóíêöèè äåëÿòñÿ íà:

� ÷¼òíûå;

� íå÷¼òíûå;

� îáùåãî âèäà.

8.4.2 Ñâîéñòâà ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ãðàôèê ÷¼òíîé (íå÷¼òíîé) ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåë üíî
îñè îðäèíàò (íà÷àëà êîîðäèíàò).

2. Ñóììà, ðàçíîñòü, óìíîæåíèå íà ÷èñëî ÷¼òíûõ ôóíêöèé � ÷¼òí àÿ
ôóíêöèÿ, à íå÷¼òíûõ � íå÷¼òíàÿ.

3. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî ÷¼òíûìè
èëè íå÷¼òíûìè, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé ôóíêöèåé. Åñëè æå îäíà èç
ýòèõ äâóõ ôóíêöèé ÷¼òíàÿ, à äðóãàÿ íå÷¼òíàÿ, òî èõ ïðîèçâå-
äåíèå � íå÷¼òíî.

4. Ôóíêöèÿ y = f [g(x)] áóäåò íå÷¼òíîé, åñëè f (x) è g(x) � íå÷¼òíûå
ôóíêöèè, è ÷¼òíîé, åñëè f (x) � ÷¼òíà, à g(x) � ëþáàÿ.

Çàäàíèÿ:
Èññëåäóéòå íà ÷¼òíîñòü ôóíêöèè:

96. y = x2 + 1
x4 97. y = x + 1

x3 98. y = x2 �
�
x + 1

x3

�

99. y = 1
x2 � 1

x3 100. y = x � 1
x + 5 101. y = 1

x2+1 � 1
x2

102. y = x2 sinx 103. y = sin x
x 104. y = x3 � sinx

105. y = x sin x
2 106. y = cosx � sinx 107. y = cos (x2 � 1)

108. y = cos (sinx) 109. y = cos 1
sin2 x� 1 110. y = tg x � sinx

111. y = tg x � cosx 112. y = sin (tg x) 113. y = cos (tg x)
114. y = ctg (sin x) 115. y = cos (ctgx) 116. y = tg (ctg x)
117. y = cos (ctgx � sinx)
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8.5 Ïåðèîäè÷íîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.

8.5.1 Ïîíÿòèå î ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 8.5.1. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëîT, íàçûâàåìîå ïåðèîäîì ôóíêöèè f (x), ÷òî äëÿ
âñåõx èç å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

f (x � T) = f (x): (8.6)

Îïðåäåëåíèå 8.5.2. Íàèìåíüøèì ïåðèîäîì íàçûâàåòñÿ òàêîé ïåðèîä
T0, óìåíüøåíèå êîòîðîãî âåä¼ò ê íåâûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà (8.6) .

Çàìå÷àíèå. Íå âñå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè èìåþò íàèìåíüøèé ïåðèîä.

Ðèñ. 8.17: Ãðàôèêè íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèé

Íà ðèñóíêå 8.17 èçîáðàæ¼í ãðàôèê íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé ô óíê-
öèè. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèìåíüøèé ïåðèîä ýòîé ôóíêöèè ðàâåí T0 = 1.
Îäíàêî, T = 2 òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïåðèîäîì ýòîé ôóíêöèè. Îòñþäà
ñëåäóåò âàæíîå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå. Åñëè T0 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì ôóíêöèè f (x),
òî T = nT0, ãäån 2 N, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé ôóíêöèè è
ðàâåíñòâî (8.6) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

f (x � nT0) = f (x):
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Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íåîá-
õîäèìî ïîñòðîèòü åãî íà ïåðèîäå, à çàòåì ïðîäëèòü ñ ïîìîùüþ ï àðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè T0 � íàèìåíüøèé ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f (x), à A, k, c � ÷èñëà, òî ôóíêöèÿ y = Af (kx + c) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì

T =
T0

jkj
: (8.7)

8.5.2 Ïåðèîäè÷íîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå. Âñå èçâåñòíûå íàì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ÿâ-
ëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Íàïðèìåð, íàéòè íàèìåíüøèé ïåðèîä ôóíêöèè y = ctg
�

x
2 � 1

�
.

Â íàøåì ñëó÷àå, k = 1
2 ; c = � 1; A = 1; f (x) = ctg x. Íàèìåíüøèé

ïåðèîä ôóíêöèè ctg x ðàâåí T0 = � . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (8.7), ïîëó÷èì:

T =
�
1
2

= 2�:

Çàäàíèÿ:
Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïåðèîä:

118. y = sin
�
2x � �

3

�
119. y = sin

�
x + 2�

3

�
120. y = sin (4 � 2x)

121. y = 2 sin (3x � 1) 122. y = cos
�
2x � �

3

�
123. y = cos (9x � 2)

124. y = 2 cos (1� 2x) 125. y = 1
2 cos

�
2 � x

2

�
126. y = tg

�
2x � �

4

�

127. y = 2 tg
�

�
4 � x

4

�
128. y = tg

� 1;5� x
2

�
129. y = 2 tg

�
3 � x

3

�

130. y = ctg
�
2x � �

4

�
131. y = ctg

�
�
4 � 2x

�
132. y = ctg

� 0;2� 3x
2

�

8.6 Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèé. Ýêñ-
òðåìóìû.

8.6.1 Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 8.6.1. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà
ìíîæåñòâå I , åñëè äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç ýòîãî ìíîæåñòâà òàêèõ, ÷òî
x2 > x 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f (x2) > f (x1): (8.8)
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Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ìíî-
æåñòâåI , åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå êàæäîìó áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåí-
òà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà I = R. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ x1; x2 2 R è òàêèõ, ÷òî x2 > x 1, î÷åâèäíî âûïîë-
íÿåòñÿ:

y(x2) > y (x1)

Îïðåäåëåíèå 8.6.2. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà ìíî-
æåñòâåI , åñëè äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç ýòîãî ìíîæåñòâà òàêèõ, ÷òî x2 > x 1,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f (x2) < f (x1): (8.9)

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà ìíîæå-
ñòâåI , åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå êàæäîìó áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíò à
ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 1
x ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé íà ñâîåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ, ò.å. I = ( �1 ; 0)
S

(0; + 1 ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ x1; x2 2 I è
òàêèõ, ÷òî x2 > x 1, âûïîëíÿåòñÿ:

1
x2

<
1
x1

Îòêóäà
y(x2) < y (x1):

Îïðåäåëåíèå 8.6.3. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ìíî-
æåñòâåI , åñëè äëÿ âñåõx1 è x2 èç ýòîãî ìíîæåñòâà òàêèõ, ÷òî x2 6= x1,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f (x2) = f (x1): (8.10)

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ìíîæå-
ñòâåI , åñëè â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäíî
è òîæå çíà÷åíèå.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 1 ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà I = R. Äåéñòâè-
òåëüíî, êàêèå áû ìû x1; x2 2 I íå áðàëè, çíà÷åíèå ôóíêöèè íå èçìåíèòñÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 8.18. Íà èíòåð âàëå
I 1 = ( �1 ; � 4) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, íà èíòåðâàëå I 2 = ( � 4; 4) ôóíêöèÿ
ïîñòîÿííà, à íà èíòåðâàëå I 3 = (4; + 1 ) � óáûâàåò.
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Ðèñ. 8.18: Ïðèìåð ôóíêöèè.

8.6.2 Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 8.6.4. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ ëþáîé îòðåçîê,
ñîäåðæàùèé âíóòðè ýòó òî÷êó, è îáîçíà÷àåòñÿ U(x0).

Íàïðèìåð, U(1) = [0; 2]; U(1) = [0 ; 5; 1; 5] : : :

Îïðåäåëåíèå 8.6.5. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè
y = f (x), åñëè äëÿ ëþáîãî x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f (x) � f (x0); (8.11)

è îáîçíà÷àåòñÿ xmin .
Èíûìè ñëîâàìè , òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè y =

f (x), åñëè â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ìåíÿåò óáûâàíèå íà âîçðàñòàíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.6.6. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè
y = f (x), åñëè äëÿ ëþáîãî x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f (x) � f (x0); (8.12)

è îáîçíà÷àåòñÿ xmax .
Èíûìè ñëîâàìè , òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè

y = f (x), åñëè â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ìåíÿåò âîçðàñòàíèå íà óáûâàíèå.

Çàìå÷àíèå. Íå ñòîèò ïóòàòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ñ òî÷êîé ìàê-
ñèìóìà, à íàèìåíüøåå � ñ òî÷êîé ìèíèìóìà. Åñëè â òî÷êå âîçðàñ òàíèå
íå ìåíÿåòñÿ íà óáûâàíèå, òî òî÷êîé ìàêñèìóìà ýòà òî÷êà íå áóä åò, äàæå
åñëè â íåé ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ò àêæå è ñ
òî÷êîé ìèíèìóìà.
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Îïðåäåëåíèå 8.6.7. Âñå òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íàçûâàþòñÿ
òî÷êàìè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè, à òî÷êè â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ý êñòðå-
ìóì � ýêñòðåìóìàìè ôóíêöèè.

Çàäàíèÿ:
133. Íà ðèñóíêàõ 8.19 (a-c) èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé. Èñïîëü-

çóÿ èõ íàéòè:

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

2. Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè.

3. Òî÷êè ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè.

a: b:

c:

Ðèñ. 8.19: Çàäàíèÿ.

Èññëåäóéòå ôóíêöèþ íà âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå, ïðåäâàðèòåëüíî
ñäåëàâ ðèñóíîê:

134. y = 1 � 3x 135. y = � x2

136. y = � 0;5
x 137. y = 1 � 2

p
x

Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè, ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàâ ðèñ óíîê:
138. y = x2 139. y = � x3

140. y = 2
x 141. y = 1 � x2
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8.7 Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè.

×òîáû ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè, íåîáõîäèìî èìåòü îáùåå ïðå äñòàâ-
ëåíèå î å¼ ñâîéñòâàõ. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ïî òî÷êàì íå âñåãäà äà¼ò ïðà-
âèëüíûé ðåçóëüòàò. Íàïðèìåð, ñòðîÿ ãðàôèê ôóíêöèè y =

�
� 1

x

�
� âñåãî ïî

÷åòûð¼ì òî÷êàì, ñòóäåíò ìîã áû ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ÷òî-òî ï îõîæåå íà
ðèñóíîê 8.20. Åñëè ïîñìîòðåòü íà ïðàâèëüíûé ãðàôèê, èçîáðà æ¼ííûé
íà ðèñóíêå 8.21, òî ìîæíî óâèäåòü, íàñêîëüêî âåëèêà åãî îøèá êà.

Ðèñ. 8.20: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y =
�
� 1

x

�
� ïî ÷åòûð¼ì òî÷êàì.

Ðèñ. 8.21: Ãðàôèê ôóíêöèè y =
�
� 1

x

�
� .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü òàêèõ îøèáîê, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì èññëå-
äîâàíèÿ ôóíêöèè.
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Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè:

1. íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè;

2. âûÿñíèòü îñîáåííîñòè ôóíêöèè:

(a) èññëåäîâàòü íà ÷¼òíîñòü;

(b) èññëåäîâàòü íà ïåðèîäè÷íîñòü;

3. íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò;

4. íàéòè ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè;

5. íàéòè ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ, óáûâàíèÿ;

6. íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè;

7. íàéòè îñîáûå òî÷êè è âûÿñíèòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè â íèõ.

Íàïðèìåð, èññëåäîâàíèå ôóíêöèè y =
�
� 1

x

�
� ïðèâåäåíî íèæå.

1. � D(y) : x 2 (�1 ; 0) [ (0; + 1 );

� E(y) : y 2 (0; + 1 ).

2. (a) ÷¼òíàÿ;

(b) íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

3. òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò íåò.

4. y > 0 : x 2 D(y).

5. � y " : x 2 (�1 ; 0);

� y #: x 2 (0; + 1 ).

6. òî÷åê ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè íåò.

7. x = 0 è y = 0 � àñèìïòîòû.
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8.8 Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè, çàäàííîé àíàëè-
òè÷åñêè.

Èíîãäà íàì íóæíî èññëåäîâàòü ôóíêöèþ, çàäàííóþ àíàëèòè÷åñ êè, ò.å.
íàì èçâåñòíà âñåãî ëèøü ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ ýòó ôóíêöèþ. Ê àê æå
íàì òîãäà áûòü? Äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñõåìàòè÷åñêèé ãðà-
ôèê ôóíêöèè è ïðè èññëåäîâàíèè îáíîâëÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïî ëó÷åí-
íûìè äàííûìè.

Íàïðèìåð, èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = 1 � 2(x � 1)2, ïðåäâàðèòåëüíî
ñäåëàâ ðèñóíîê.

Ãðàôèê ôóíêöèè y = 1 � 2(x � 1)2 èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 8.22

Ðèñ. 8.22: Ãðàôèê ôóíêöèè y = 1 � 2(x � 1)2

1. D(y) : x 2 R; E(y) : ( �1 ; 1];

2. (a) y(� x) = y = 1 � 2(� x � 1)2 = y = 1 � 2(x + 1) 2 6=
�

y(x)
� y(x)

)

îáùåãî âèäà;

(b) íå ïåðèîäè÷íà;

3. ÑOx : y = 0 1 � 2(x � 1)2 = 0; � 2x2 + 4x � 1 = 0; D = 2
p

2; x1 =
1 � 0; 5

p
2 ) A(1 � 0; 5

p
2; 0); x2 = 1 + 0 ; 5

p
2 ) B(1 + 0; 5

p
2; 0)

ÑOy : x = 0 y = 1 � 2(� 1)2 = � 1 ) C(0; � 1);

4. y > 0 : x 2 (1 � 0; 5
p

2; 1 + 0; 5
p

2)
y < 0 : x 2 (�1 ; 1 � 0; 5

p
2)

S
(1 + 0; 5

p
2; +1 );

5. y " : x 2 (�1 ; 1)
y #: x 2 (1; + 1 );
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6. xmax = 1; Dmax (1; 1);

7. îñîáûõ òî÷åê íåò.

Îñîáîå ìåñòî ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèè ñëåäóåò óäåëèòü òðèã îíî-
ìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Èõ èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëåíî â òàáë èöå 8.1.

Òàáëèöà 8.1: Èññëåäîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
Ôóíêöèè y = sin x y = cosx

1.
D(y) : x 2 R
E(y) : y 2 [� 1; 1]

2.
(a) Íå÷¼òíàÿ ×¼òíàÿ
(b) Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T = 2�

3.
Ñ Ox; y = 0 �n �

2 + �n
Ñ Oy; x = 0 0 1

4.
y > 0 : x 2 (2�n ; � + 2 �n )

�
� �

2 + 2�n ; �
2 + 2�n

�

y < 0 : x 2 (� + 2�n ; 2� + 2�n )
�

�
2 + 2�n ; 3�

2 + 2�n
�

5.
y " : x 2

�
� �

2 + 2�n ; �
2 + 2�n

�
(� + 2 �n ; 2� + 2�n )

y #: x 2
�

�
2 + 2�n ; 3�

2 + 2�n
�

(2�n ; � + 2 �n )

6.
max

�
�
2 + 2�n ; 1

�
(2�n ; 1)

min
�
� �

2 + 2�n ; � 1
�

(� + 2 �n ; � 1)
7 Àñèìïòîòû �

Ôóíêöèè y = tg x y = ctg x

1.
D(y) : x 2

�
� �

2 + �n ; �
2 + �n

�
(�n ; � + �n )

E(y) : y 2 R

2.
(a) Íå÷¼òíàÿ
(b) Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T = �

3.
Ñ Ox; y = 0 �n �

2 + �n
Ñ Oy; x = 0 0 �

4.
y > 0 : x 2

�
� �

2 + �n ; �n
� �

�n ; �
2 + �n

�

y < 0 : x 2
�
�n ; �

2 + �n
� �

�
2 + �n ; � + �n

�

5.
y " : x 2

�
� �

2 + �n ; �
2 + �n

�
�

y #: x 2 � (�n ; � + �n )

6.
max � �
min � �

7. Àñèìïòîòû x = �
2 + �n x = �n
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8.9 Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ïî ãðàôèêó.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ïî ãðàôèêó îòëè÷àåòñÿ îò çàäàííîé àíà ëèòè÷å-
ñêè ëèøü òîëüêî òåì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè óæå ïîñòðîåí è íåò íåî áõî-
äèìîñòè â ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ðèñ. 8.23: Ãðàôèê ôóíêöèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 8.23 äàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîâåä¼ì ïîë-
íîå å¼ èññëåäîâàíèå.

1. � D(y) : x 2 [� 9; 9];

� E(y) : y 2 [� 3; 5].

2. (a) îáùåãî âèäà;

(b) íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

3. � Ñ Ox: A(� 8; 5; 0), B (� 4; 5; 0), C(� 1; 0), D(4; 0), E(7; 0);

� Ñ Oy: F (0; 1).

4. � y > 0 : x 2 [� 9; � 8; 5) [ (� 7; 5; � 4; 5) [ (� 1; 4);

� y < 0 : x 2 (� 8; 5; � 7; 5) [ (� 4; 5; � 1) [ (4; 7) [ (7; 9].

5. � y " : x 2 (� 8; � 6) [ (� 3; 2) [ (5; 7);

� y #: x 2 (� 9; � 8) [ (� 6; � 3) [ (2; 5) [ (7; 9).

6. Gmax (� 6; 4); Hmax (2; 3); Jmax (7; 10); K min (� 8; � 2); Lmin (� 3; � 2);
Mmin (5; � 2).

7. N (� 9; 5); O(9; � 3).
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Çàäàíèÿ:

142. Íà ðèñóíêàõ 8.19 (a-c) èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé. Èññëå-
äóéòå èõ.

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâ ëåíî â
òàáëèöå 8.2.

Òàáëèöà 8.2: Çàäàíèÿ
Ïóíêò 143. 144.

1.
D(y) : x 2 (� 1; 10] [� 5; 6)

S
[10; 13)

E(y) : y 2 [� 2; 1] (� 3; 10]

2.
(a) Îáùåãî âèäà Îáùåãî âèäà
(b) Íå ïåðèîäè÷åñêàÿ Íå ïåðèîäè÷åñêàÿ

3.
Ñ Ox : A(� 1; 0); B(3; 0); C(10; 0) A(5; 0); B(10; 0) C(13; 0)
Ñ Oy : D(0; 1) O(0; 0)

4.
y > 0 : x 2 (� 1; 3) (� 5; 5)

S
(10; 13)

y < 0 : x 2 (3; 10) (5; 6)

5.
y " : x 2 (� 1; 0)

S
(5; 10) (0; 3)

S
(10; 11; 5)

y #: x 2 (0; 5) (� 5; 0)
S

(3; 6)
S

(11; 5; 13)

6.
max Emax (0; 1) Dmax(3; 10); Emax (11; 5; 7)
min Fmin (5; � 2) Fmin (0; 1)

7.
Àñèìïòîòû � �
Äîï. òî÷êè � G(� 5; 10); H (6; � 3)

Ïóíêò 145. 146.

1.
D(y) : x 2 [� 10; 10] (� � + 2 �n ; � + 2 �n )
E(y) : y 2 [1; 5] R

2.
(a) Îáùåãî âèäà Íå÷¼èíàÿ
(b) Íå ïåðèîäè÷åñêàÿ Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T = 2�

3.
Ñ Ox : y = 0 � 2�n
Ñ Oy : x = 0 A(0; 4) O(0; 0)

4.
y > 0 : x 2 [� 10; 10] (� � + 2 �n ; 0)
y < 0 : x 2 � (0; � + 2 �n )

5.
y " : x 2 (� 10;� 8)

S
(� 4; � 1) �

y #: x 2 (� 8; � 4)
S

(� 1; 10) (� � + 2 �n ; � + 2 �n )

6.
max Bmax (� 8; 5); Cmax(� 1; 5) �
min Dmin (� 4; 1) �

7.
Àñèìïòîòû � x = � + 2�n
Äîï. òî÷êè E(� 10; 1); F (10; 1) �
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Èññëåäóéòå ôóíêöèè, ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàâ ðèñóíîê:
147. y = 1 � x 148. y = 1 � x3

149. y = 5
3x 150. y = 3

p
2x

Èññëåäóéòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîëüçóÿñü òàáëèöåé 8.1:
151. y = sin 2x 152. y = cos x

2
153. y = tg 4 x 154. y = ctg 0:1x

8.10 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ïî çàäàííîìó ãðàô èêó:

2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè, îïèñàííîé â ñëåäóþùåé òàáëèöå :

• Ñâîéñòâî Çíà÷åíèå

1.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ; D(y) : x 2 (� 4; 4);

îáëàñòü çíà÷åíèÿ E(y) : y 2 (�1 ; 4]

2 Îñîáåííîñòè ôóíêöèè
a) ÷¼òíàÿ;

b) íå ïåðèîäè÷íà.

3
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ Ñ Ox : A(� 3; 0);O(0; 0);B (3; 0)

îñÿìè êîîðäèíàò Ñ Oy : O(0; 0)

4
Ïðîìåæóòêè y > 0 : x 2 (� 3; 0) [ (0; 3)

çíàêîïîñòîÿíñòâà y < 0 : x 2 (� 4; � 3) [ (3; 4)

5
Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ y " : x 2 (� 4; � 2) [ (0; 2)

è óáûâàíèÿ ôóíêöèè y #: x 2 (� 2; 0) [ (2; 4)

6
Òî÷êè ýêñòðåìóìà xmax = � 2; ymax (� 2) = 4;

è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè
xmax = 2; ymax (2) = 4 ;
xmin = 0; ymin (0) = 0 .

7 Îñîáûå òî÷êè
x ! � 4; y ! �1 ;
x ! 4; y ! �1 .
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3. Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè, ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðî-
èâ ãðàôèê:

(a) y = x2 � 2x + 4;

(b) y =
p

0; 5x � 1;

(c) y = 1 � 1
3x .



Ãëàâà 9

Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

9.1 Àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ.

9.1.1 Ïîíÿòèå îá îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèÿõ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:
x2 = 4:

Êàê æå îíî ðåøàåòñÿ? Î÷åíü ïðîñòî: ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî óðàâí åíèÿ
ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = x2 ôóíêöèÿ � êîðåíü. Èòàê,

p
x2 =

p
4;

jxj = 2;

x = � 2:

Êàê è ó áîëüøèíñòâà ôóíêöèé, ó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ò àê-
æå åñòü îáðàòíûå ôóíêöèè. Îíè íàçûâàþòñÿ "àðêôóíêöèÿìè".

Êàê âû äóìàåòå, ïðè÷¼ì çäåñü ïðèñòàâêà "àðê"? Âñå îáðàòíûå òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ ïðèáàâêîé ê òðèãîíîìå òðè÷åñêîé
ôóíêöèè ïðèñòàâêè "àðê"(îò ëàòèíñêîãî arc � äóãà). Òî åñòü, ïðèáàâèëè
âû ê ñèíóñó ïðèñòàâêó "àðê"è ïîëó÷èëè îáðàòíóþ òðèãîíîìåòð è÷åñêóþ
ôóíêöèþ àðêñèíóñ. Íî ïðè÷¼ì çäåñü ¾àðê¿, ñïðîñèòå âû. Îêàçûâàåòñÿ,
ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çíà÷åíèå àðêôóíêöèé ìîæíî ñâÿçàòü ñ äë èíîé
äóãè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé òîìó èëè èíîìó îòðåçêó.

144
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Èòàê, ìû çíàåì ÷åòûðå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèè, à, ñëåäî âà-
òåëüíî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷åòûðå àðêôóíêöèè: àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ,
àðêòàíãåíñ è àðêêîòàíãåíñ.

Íî, ê ñîæàëåíèþ, êàê è äëÿ ëþáîé îáðàòíîé ôóíêöèè, äëÿ àðêôóí ê-
öèé îòäåëüíûì âîïðîñîì ñòîèò âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè. Äåéñ òâèòåëüíî,
òîò æå êîðåíü ìîæåò áûòü îáðàòíîé ôóíêöèè ê êâàäðàòè÷íîé ïàð àáîëå
ëèøü òîëüêî ïðè x � 0. Êàê è äëÿ êîðíÿ, äëÿ àðêôóíêöèé òàêæå ñóùå-
ñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåøèòü âîïðîñ î åäèí ñòâåííî-
ñòè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.1 (Î êîðíå) . Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) âîçðàñòàåò èëè óáû-
âàåò íà ïðîìåæóòêå I , à a � ëþáîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü ôóíêöèÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå, òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f (x) =
a åäèíñòâåííî íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f (x) íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà îòðåçêå
[a; b], ïðè÷¼ì f (a) < d , à f (b) > d (f (a) > d; f (b) < d äëÿ óáûâàþùåé),
òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c èç èíòåðâàëà (a; b), ÷òî f (c) = d.

9.1.2 Àðêñèíóñ.

Îïðåäåëåíèå 9.1.1. Àðêñèíóñîì ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî ' èç
îòðåçêà

�
� �

2 ; �
2

�
, ÷òî sin' = a è îáîçíà÷àåòñÿ arcsina.

Òàê êàê àðêñèíóñ � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê ñèíóñó, òî ñïðàâåäëèâî

sin (arcsina) = a (9.1)

Íàïðèìåð, arcsin1
2 = �

6 , òàê êàê �
6 2

�
� �

2 ; �
2

�
è sin �

6 = 1
2 .

Òàáëèöà ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíà â ïðèëîæ åíèè 5.

9.1.3 Àðêêîñèíóñ.

Îïðåäåëåíèå 9.1.2. Àðêêîñèíóñîì ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî '
èç îòðåçêà [0;� ], ÷òî cos' = a è îáîçíà÷àåòñÿ arccosa.

Òàê êàê àðêêîñèíóñ � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê êîñèíóñó, òî ñïðàâåä ëèâî

cos (arccosa) = a (9.2)

Íàïðèìåð, arccos
�
� 1

2

�
= 2�

3 , òàê êàê 2�
3 2 [0;� ] è cos2�

3 = � 1
2.
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Òàáëèöà ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíà â ïðèëîæ åíèè 5.
Çàäàíèÿ:
Âû÷èñëèòå, íå ïîëüçóÿñü òàáëèöàìè:

155. arcsin
�
� 1

2

�
156. arccos

�
�

p
3

2

�
157. arcsin 1

158. 1 � arccos 0 159. arcsin (� 1)
Èñïîëüçóÿ òàáëèöû, âû÷èñëèòü:
160. arcsin1

2 � arccos
�
� 1

2

�

9.2 Àðêòàíãåíñ, àðêêîòàíãåíñ.

9.2.1 Àðêòàíãåíñ.

Îïðåäåëåíèå 9.2.1. Àðêòàíãåíñîì ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî '
èç èíòåðâàëà

�
� �

2 ; �
2

�
, ÷òî tg ' = a è îáîçíà÷àåòñÿ arctga.

Òàê êàê àðêòàíãåíñ � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê òàíãåíñó, òî ñïðàâåä ëèâî

tg (arctg a) = a (9.3)

Íàïðèìåð, arctg
p

3 = �
3 , òàê êàê �

3 2
�
� �

2 ; �
2

�
è tg �

3 =
p

3.
Òàáëèöà ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíà â ïðèëîæ åíèè 5.

9.2.2 Àðêêîòàíãåíñ.

Îïðåäåëåíèå 9.2.2. Àðêêîòàíãåíñîì ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî
' èç èíòåðâàëà(0; � ), ÷òî ctg ' = a è îáîçíà÷àåòñÿ arcctga.

Òàê êàê àðêêîòàíãåíñ � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê êîòàíãåíñó, òî ñïð àâåä-
ëèâî

ctg (arcctga) = a (9.4)

Íàïðèìåð, arcctg�
p

3
3 = 2�

3 , òàê êàê 2�
3 2 (0; � ) è ctg 2�

3 = �
p

3
3 .

Òàáëèöà ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíà â ïðèëîæ åíèè 5.
Çàäàíèÿ:
Âû÷èñëèòå, íå ïîëüçóÿñü òàáëèöàìè:

161. arctg 1 162. arcctg (� 1) 163. arctg (�
p

3)
164. arcctg (� 1)

Èñïîëüçóÿ òàáëèöû, âû÷èñëèòü:
165. arcsin

p
3

2 + arctg 0 166. arccos
p

2
2 � arcctg 1

167. � � arctg2
p

3
3 + arcctg 1p

3



9.3. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. 147

9.3 Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

9.3.1 Ïîíÿòèå è ñïîñîáû ðåøåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 9.3.1. Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì, åñëè
â í¼ì ñîäåðæèòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ê ïðîñòåéøèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ìû
áóäåì îòíîñèòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

sinx = 1; sinx = 0; sinx = � 1;

cosx = 1; cosx = 0; cosx = � 1:

Ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðåäñòà âëåíû
â òàáëèöå 9.1.

Òàáëèöà 9.1: Ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâí åíèé.
Óðàâíåíèå Ðåøåíèå, n 2 Z
sinx = 1 x = �

2 + 2�n
sinx = 0 x = �n

sinx = � 1 x = � �
2 + 2�n

cosx = 1 x = 2�n
cosx = 0 x = �

2 + �n
cosx = � 1 x = � + 2�n

Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíå íèé:

1. ãðàôè÷åñêèé;

2. àíàëèòè÷åñêèé.

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç íèõ è ðåøèì ñ ïîìîùüþ íèõ óðàâíåíèå

sinx =
1
2

: (9.5)
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9.3.2 Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá.

Àëãîðèòì ãðàôè÷åñêîãî ñïîñîáà:

1. óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñèñòåìû èç äâóõ ôóíêöèé:â ïåð-
âîå óðàâíåíèå áåð¼òñÿ ôóíêöèÿ ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè òðèãîíî ìåò-
ðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à âî âòîðîå � èç ïðàâîé;

2. ñòðîèòñÿ ãðàôèê ýòèõ äâóõ ôóíêöèé â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèí àò;

3. îòìå÷àþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ãðàôèêîâ;

4. â îòâåò çàïèñûâàþòñÿ êîîðäèíàòû ïî x ýòèõ òî÷åê.

Ïðèìåíèì ýòîò àëãîðèòì ê óðàâíåíèþ (9.5).

sinx =
1
2

)
�

y = sin x;
y = 1

2:

Ðèñ. 9.1: Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.5)

Ãðàôèê ôóíêöèé è ïîëó÷èâøèåñÿ òî÷êè èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 9 .1.
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òî÷êè ïî x:

: : : ;
�
6

;
5�
6

;
13�
6

;
17�
6

; : : :

È, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
�

x = �
6 + 2�n; n 2 Z;

x = 5�
6 + 2�n; n 2 Z:
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9.3.3 Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá.

Ïóñòü a 2 [� 1; 1], à n 2 Z, òîãäà ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

sinx = a ) x = ( � 1)n arcsina + �n: (9.6)

cosx = a ) x = � arccosa + 2�n: (9.7)

Ïóñòü a 2 R, à n 2 Z, òîãäà ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

tg x = a ) x = arctg a + �n: (9.8)

ctg x = a ) x = arcctg a + �n: (9.9)

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî ôîðìóëû 9.9 ìîæíî ñâåñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå ñ êîòàíãåíñîì ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñ òàíã åíñîì, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó (7.17), òî åñòü ñâåñòè ê óðàâíåíèþ

tg x =
1
a

:

Ðåøèì óðàâíåíèå (9.5) ýòèì ñïîñîáîì. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9. 6), ïî-
ëó÷èì:

x = ( � 1)n arcsin
1
2

+ �n; n 2 Z;

x = ( � 1)n �
6

+ �n; n 2 Z:

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàçíûå n, ìû ïîëó÷èì âñå òå òî÷êè, êîòîðûå
ïîëó÷èëèñü ó íàñ ïðè ðåøåíèè ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì.

Çàäàíèÿ:
Ðåøèòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

168. 2 sinx = 2 169. 0; 5 sinx + 0; 5 = 0
170. 3 cosx = 3 171. 0; 2 cosx + 0; 2 = 0
172. sinx =

p
2

2 173. sinx � 1 = 0
174. cosx � 1

2 = 0 175. 2 cosx + 1 = 0
176. 3 tg x � 3 = 0 177. 6 ctgx � 2

p
3 = 0

9.4 Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ìû ðàññìîòðåëè äâà ñàìûõ ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ñïîñîáà ðåøåíèÿ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íà ïðàêòèêå ìû áóäåì èñïîëüçîâ àòü àíàëè-
òè÷åñêèé ñïîñîá, òàê êàê îí äà¼ò îòâåò áûñòðåå è òî÷íåå ãðàôè÷åñêîãî
ñïîñîáà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

2 sin
�

2x �
�
4

�
�

p
2 = 0: (9.10)
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Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (9.5), ÷òîáû ðåøèòü åãî ãðàôè÷åñêèì ñ ïîñîáîì
íàäî ïîñòðîèòü 5 ãðàôèêîâ èëè ðèñîâàòü íåñêîëüêî ðèñóíêîâ. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá òîæå íå òàê ïðîñò, êàê â ñëó÷à å óðàâ-
íåíèÿ (9.5), îí äà¼ò îòâåò áûñòðåå ãðàôè÷åñêîãî.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ñïîñîáà.

Åñëè â óðàâíåíèå âõîäèò ëèøü îäíà òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêö èÿ,
òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:

1. Ïåðåíåñòè âñ¼, ÷òî íå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêö èþ â
ïðàâóþ ÷àñòü.

2. Ðàçäåëèòü íà êîýôôèöèåíò ïðè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöè è.

3. Ðåøèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (9 .6) �
(9.9), ïîëàãàÿ âìåñòî x âûðàæåíèå, ñòîÿùåå "ïîä" òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèåé.

4. Ðåøèòü ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x.

Ïðèìåíèì ýòîò àëãîðèòì ê çàäà÷å (9.10).

1.
2 sin

�
2x �

�
4

�
=

p
2

2.

sin
�

2x �
�
4

�
=

p
2

2

3.

2x �
�
4

= ( � 1)n arcsin

p
2

2
+ �n

2x �
�
4

= ( � 1)n �
4

+ �n

4.
2x =

�
4

+ ( � 1)n �
4

+ �n j : 2

x =
�
8

+ ( � 1)n �
8

+
�n
2
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Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.10) è ìååò âèä:

x = (1 + ( � 1)n )
�
8

+
�n
2

; n 2 Z:

Óñëîâèåì ïðèìåíåíèÿ âûøåîïèñàííîãî àëãîðèòìà áûëî óñëîâè å, ÷òî
â óðàâíåíèå âõîäèò ëèøü îäíà òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. È õ ìî-
æåò áûòü íåñêîëüêî? Äà, íàïðèìåð â óðàâíåíèå

cos2 x + 2; 5 cosx � 1; 5 = 0

âõîäèò íåïðîñòî êîñèíóñ, íî åù¼ è êîñèíóñ â êâàäðàòå. Òàêèå ó ðàâíåíèÿ
ðåøàþòñÿ èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñò â è ôîð-
ìóë ïðèâåäåíèÿ, èëè ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé. Óêàçàííûé âûøå
ïðèìåð ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû

t = cosx; jtj � 1:

Âàæíî. Âñåãäà ñòàðàéòåñü óêàçàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ââîäèìóþ ïåðåìåí -
íóþ. Ýòî ïîçâîëèò èçáåæàòü ïîòîì ïðîáëåì ïðè âîçâðàùåíèè ê è ñõîäíîé
ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé y = sin x è y = cosx ïî ìî-
äóëþ íå ìîãóò ïðåâûøàòü åäèíèöó, ïîýòîìó è ìîäóëü íîâîé ïåðå ìåííîé
äîëæåí áûòü íå áîëüøå åäèíèöû.

Ââîäÿ âûøåóêàçàííóþ çàìåíó, ïîëó÷èì:

t2 + 2; 5t � 1; 5 = 0

Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî t1 = 1
2 è t2 = � 3 � êîðíè

ýòîãî óðàâíåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî t2 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, óêàçàííîìó
â çàìåíå, à, çíà÷èò, íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì. Òåïåðü æå âåðí¼ì ñÿ â
êàæäîì êîðíå (â ýòîì ñëó÷àå êîðåíü îäèí) ê èñõîäíîé ïåðåìåíí îé.

Âàæíî. Íå çàáûâàéòå âîçâðàùàòüñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé.

Ïîëó÷àåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

cosx =
1
2

;

ðåøàÿ êîòîðîå, ïîëó÷èì:

x = �
�
3

+ 2�n; n 2 Z:

Ýòî è åñòü ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è.
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Çàäàíèÿ:
Ðåøèòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

178. 2 sin
�
2x � �

4

�
+

p
2 = 0 179. 2 cos

�
x
2 � �

6

�
�

p
3 = 0

180. tg
�

x� �
3

�
+

p
3 = 0 181. ctg

�
x� �

4

�
� 1 = 0

182. 2 sin
�
2x � �

3

�
+

p
3 = 0 183. cos

�
3x � 5�

6

�
+

p
3

2 = 0
184. sin 2x = 0; 5 185. 0; 1 tg 2x = 5
186. 0; 3 � tg 2x = 0; 12 187. 0; 1 � sin 5x = 0; 26
188. sin2 x � 1

4 = 0 189. sin2 x � 5 sinx + 4 = 0
190. � 3 tg2 x � (3 +

p
3) tg x +

p
3 = 0 191. 2 ctg2 x � 5 ctgx + 2 = 0

192. � sinx � cosx = 1
2 193. � cos2 x = sin2 x

9.5 Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 9.5.1. Íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì, åñ-
ëè â í¼ì ñîäåðæèòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Âàæíî. Ðåøåíèå ëþáîãî íåðàâåíñòâà � ïðîìåæóòîê ïî ïåðåìåííîé x,
à òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà � íàáîð ïðîìåæóòêîâ, íà ÷àëà (à òàê-
æå è êîíöû) ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ðàçëè÷àþòñÿ íà T0n, ãäåT0 � íàèìåíüøèé
ïåðèîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, à n 2 Z.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè íàéäåí îäèí ïðîìåæóòîê ðåøåíèÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðîìåæóòêîâ ðåøåíèÿ
íåîáõîäèìî ê íà÷àëó è êîíöó ýòîãî ïðîìåæóòêà äîáàâèòü T0n.

Âàæíî. Ïðè ðåøåíèå ëþáîãî íåðàâåíñòâà íåìàëîâàæíóþ ðîëü èãðàþò
ñêîáêè. Çàïîìíèòå: åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ñêîáêè âèä à (: : :), à åñëè
íåñòðîãîå � [: : :].

Êàê è äëÿ óðàâíåíèé, ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ òðèãîíî ìåò-
ðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ:

1. ãðàôè÷åñêèé;

2. ìåòîäîì "íà îêðóæíîñòè".

9.5.1 Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá.

Àëãîðèòì ãðàôè÷åñêîãî ñïîñîáà:

1. èùåòñÿ ãðàíèöà îáëàñòè: êàê è â àëãîðèòìå ðåøåíèÿ óðàâíåí èÿ (ñì.
ñòð. 148), íåðàâåíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ñèñòåìó èç äâóõ ôóíêöèé
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è ÷åðòèì ãðàôèêè ôóíêöèé, ïðè÷¼ì ÷åðòèì ñïëîøíîé ëèíèåé è
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ çàêðàøèâàåì, åñëè íåðàâåíñòâî íåñòðîãîå; åñëè
íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ÷åðòèì ïóíêòèðîì è òî÷êè áóäóò ïóñò ûìè;

2. îáëàñòü ðåøåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (äàëåå, îáëàñòü)
áóäåò âûøå ïðÿìîé, íî íèæå ãðàôèêà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê -
öèè, åñëè çíàê íåðàâåíñòâà ñîäåðæèò çíàê "> �, è íèæå ïðÿìîé, íî
âûøå ãðàôèêà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, åñëè çíàê íåðàâå í-
ñòâà ñîäåðæèò çíàê "< ";

3. âûáèðàåì ïðîìåæóòîê ðåøåíèÿ è çàïèñûâàåì îòâåò.

Íàïðèìåð, ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
1. sinx � 1

2.

Ðèñ. 9.2: Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà sinx � 1
2

Íà ðèñóíêå 9.2 çàêðàøåííûå îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåðà âåí-
ñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü îòâåò, îáû÷íî áåðóò îáëàñòü, íàõîäÿùó-
þñÿ êàê ìîæíî áëèæå ê îñè Oy è/èëè ïåðâóþ ïîëîæèòåëüíóþ, à çàòåì ê
ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöå ïðèáàâëÿþò ïåðèîä, óìíîæåííûé íà ïðî èçâîëü-
íîå öåëîå ÷èñëî n. Èòàê, íàø îòâåò:

x 2
�

�
6

+ 2�n ;
5�
6

+ 2�n
�

; n 2 Z:
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2. tg x � 1.

Ðèñ. 9.3: Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà tg x � 1

Íà ðèñóíêå 9.3 çàêðàøåííûå îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåðà âåí-
ñòâà. Èòàê, íàø îòâåò:

x 2
�

�
�
2

+ �n ;
�
4

+ �n
i

; n 2 Z:

Âàæíî. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ó íàñ íåðàâåíñòâî íåñòðîãîå, ëåâàÿ ãðàíè öà
ó íàñ âûêîëîòà, òàê êàê òàíãåíñ â òî÷êàõ �

2 + �n; n 2 Z íåîïðåäåë¼í.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òàêæå íàäî ó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè òðèãî íîìåò-
ðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.

9.5.2 Ìåòîä �íà îêðóæíîñòè�.

Êàê è â ñëó÷àå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, ãðàôè÷åñ êèé
ñïîñîá íå âñåãäà óäîáåí ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî íå ðàâåíñòâà.
Ñóùåñòâóåò áîëåå òî÷íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Îí íàçûâàåòñÿ ìåòî äîì �íà
îêðóæíîñòè�, òàê êàê âñå ðàñ÷¼òû ïðîõîäÿò íà åäèíè÷íîé îêðó æíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9.5.2. Îêðóæíîñòü, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí 1, íàçûâàåòñÿ
åäèíè÷íîé.

Çàìå÷àíèå. Äàëåå â òåìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà áóäåò ïîä òåð-
ìèíîì "îêðóæíîñòü" ïîäðàçóìåâàòüñÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü .
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Ðèñ. 9.4: Ìíåìîíè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ îñåé êîîðäèíàò åäèíè÷ íîé îêðóæ-
íîñòè è ëèíèÿ òàíãåíñà

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íàì ïî-
òðåáóþòñÿ ìíåìîíè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ îñåé êîîðäèíàò è, òàê íàçûâàå-
ìàÿ, ëèíèÿ òàíãåíñà. Îíè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 9.4. Èíûìè ñëîâàìè,
îñü Ox óñëîâíî íàçûâàåòñÿ �îñüþ êîñèíóñà�, îñü Oy � �îñüþ ñèíóñà�, à
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (1; 0) è ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oy, óñëîâíî
íàçûâàåòñÿ �ëèíèåé òàíãåíñà�.

Âàæíî. Âñå ïîñòðîåíèÿ ïðîèñõîäÿò âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

9.5.2.1 Íåðàâåíñòâî ñ ñèíóñîì.

Àëãîðèòì ìåòîäà "íà îêðóæíîñòè" äëÿ ñèíóñà:

1. íà îñè ñèíóñà îòêëàäûâàåì ïðàâóþ ÷àñòü è ïðîâîäèì ïðÿìóþ ï à-
ðàëëåëüíî îñè êîñèíóñîâ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ;

2. òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îêðóæíîñòüþ (äàëåå, òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ) áóäóò çàêðàøåííûìè, åñëè íåðàâåíñòâî íåñòðîãîå, è ïó-
ñòûìè, åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå;

3. îáëàñòü áóäåò íàõîäèòñÿ âûøå ïðÿìîé, åñëè íåðàâåíñòâî ñî äåðæèò
çíàê � > �, è íèæå ïðÿìîé, åñëè íåðàâåíñòâî ñîäåðæèò çíàê � < �;

4. ïåðâîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò x1 = arcsin a (îíà íàõîäèòñÿ èëè
â ïåðâîé, èëè â ÷åòâ¼ðòîé ÷åòâåðòè);
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5. âòîðîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò òî÷êà x2 = � � � arcsina, ïðè÷¼ì
çíàê ïåðåä � çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì íàïðàâëåíèè ìû èä¼ì ïî
îáëàñòè îò ïåðâîé òî÷êè êî âòîðîé: åñëè â ïîëîæèòåëüíîì íàïð àâ-
ëåíèè, òî çíàê áóäåò �+�, à, åñëè â îòðèöàòåëüíîì, òî �-�;

6. â îòâåò âûïèñûâàåòñÿ ïðîìåæóòîê îò ìåíüøåé òî÷êè ïåðåñå÷ åíèÿ
+2�n äî áîëüøåé +2�n .

Ðàçáåð¼ì äàííûé àëãîðèòì íà ïðèìåðå. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ðà ññìîò-
ðåííóþ íàìè ðàíåå çàäà÷ó:

sinx �
1
2

:

Ïîñòðîåíèå îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâ ëåíî â
òàáëèöå 9.2. Îïèøåì ýòî ïîñòðîåíèå:

(a) Îòìåòèì íà îñè ñèíóñîâ êîîðäèíàòó 1
2.

(b) Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíî îñè êîñèíóñîâ è ïðîõîäÿùóþ ÷åð åç
ýòó òî÷êó.

(c) Îòìåòèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Îíè áóäóò çàêðàøåííûìè, òàê êàê íåðà-
âåíñòâî íåñòðîãîå.

(d) Çíàê íåðàâåíñòâà � , à çíà÷èò çàêðàøèâàåì îáëàñòü âûøå ïðÿìîé,
ò.å. ìåíüøèé ïîëóêðóã.

(e) Íàõîäèì ïåðâóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ: x1 = arcsin 1
2 = �

6 (îíà íàõîäèò-
ñÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè).

(f ) Íàõîäèì âòîðóþ òî÷êó. Íàøà îáëàñòü èä¼ò â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè îò ïåðâîé òî÷êè, çíà÷èò çíàê ïåðåä � áóäåò �+": x2 =
� � �

6 = 5�
6 .

Òàêèì îáðàçîì, êàê ðàíåå è áûëî ïîëó÷åíî ãðàôè÷åñêèì ñïîñîá îì,
ðåøåíèå ïðèìåò âèä:

x 2
�

�
6

+ 2�n ;
5�
6

+ 2�n
�

; n 2 Z:

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð:

sinx < �
1
2
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Òàáëèöà 9.2: Ïîñòðîåíèå îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà sinx � 1
2:

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Îòìåòèì íà îñè ñèíóñîâ êîîðäèíàòó � 1
2 è ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ ïàðàë-

ëåëüíî îñè êîñèíóñîâ è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó. Îòìåòèì ò î÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ. Îíè áóäóò âûêîëîòûìè, òàê êàê íåðàâåíñòâî ñòð îãîå. Çíàê
íåðàâåíñòâà< , à çíà÷èò çàêðàøèâàåì îáëàñòü íèæå ïðÿìîé, ò.å. ìåíüøèé
ïîëóêðóã. Íàõîäèì ïåðâóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ: x1 = arcsin

�
� 1

2

�
= � �

6
(îíà íàõîäèòñÿ â ÷åòâ¼ðòîé ÷åòâåðòè). Íàøà îáëàñòü èä¼ò â îòðèöà-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè îò ïåðâîé òî÷êè, çíà÷èò ïåðåä � ñòàâèì � � �:
x2 = � � �

�
� �

6

�
= � � + �

6 = � 5�
6 . Îáëàñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì

íåðàâåíñòâà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 9.5.
Èòàê, ðåøåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò ïðîìåæóòîê:

x 2
�

�
5�
6

+ 2�n ; �
�
6

+ 2�n
�

; n 2 Z:

Îãðàíè÷åíèå àëãîðèòìà.
Âàæíî. Óêàçàííûé âûøå àëãîðèòì íå ðàáîòàåò äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà:
sinx > 1, sinx � 1, sinx < � 1, sinx � � 1. Â ñòðîãîì ñëó÷àå ýòè íåðàâåí-
ñòâà íå èìåþò ðåøåíèé, à â íåñòðîãîì � ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøå íèþ
óðàâíåíèÿ sinx = 1 èëè sinx = � 1.

Íàïðèìåð,
1. sinx > 1.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.
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Ðèñ. 9.5: Îáëàñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâàsinx < � 1
2:

2. sinx � � 1.

sinx = � 1 ! x = ( � 1)n arcsin (� 1) + �n = ( � 1)n
�

�
�
2

�
+ �n =

= ( � 1)n+1 �
6

+ �n:

Îòâåò: x = ( � 1)n+1 �
6 + �n; n 2 Z.

×àñòíûå ñëó÷àè ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà ñ
ñèíóñîì.

Âàæíî îòìåòèòü òàêæå ñëåäóþùèå ñëó÷àè, êîòîðûå ãîðàçäî óäî áíåå
ðåøèòü ëîãè÷åñêè, íå èñïîëüçóÿ âûøåóêàçàííûé àëãîðèòì.

×àñòíûé ñëó÷àé 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

sinx � 1:

Â ñèëó òîãî, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêö èè y =
sinx íå áîëüøå ïî ìîäóëþ 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðè ëþáîì x èç
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (à îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñèíóñà � âñå äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà) íå áîëüøå 1. À, çíà÷èò, â îòâåò ìû çàïèñûâàåì: x 2 R.

Ñëåäñòâèå: àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ è íåðàâåíñòâî

sinx � � 1:
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×àñòíûé ñëó÷àé 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

sinx < 1:

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ÷àñòíîìó ñëó÷àþ 1 ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷ èì,
÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ìåíüøå 1 äëÿ âñåõx 2 R, êðîìå òî÷åê,
ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ sinx = 1. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, áóäåì
èìåòü:

x = ( � 1)n arcsin 1 + �n = ( � 1)n �
2

+ �n:

À, çíà÷èò, â îòâåò ìû çàïèñûâàåì: x 2 Rn
�

(� 1)n �
2 + �n

	
.

Ñëåäñòâèå: àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ è íåðàâåíñòâî

sinx > � 1:

9.5.2.2 Íåðàâåíñòâî ñ êîñèíóñîì.

Àëãîðèòì ìåòîäà "íà îêðóæíîñòè" äëÿ êîñèíóñà:

1. íà îñè êîñèíóñà îòêëàäûâàåì ïðàâóþ ÷àñòü è ïðîâîäèì ïðÿìó þ
ïàðàëëåëüíî îñè ñèíóñîâ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ;

2. òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò çàêðàøåííûìè, åñëè íåðàâåíñòâî íåñòðî-
ãîå, è ïóñòûìè, åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå;

3. îáëàñòü áóäåò íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò ïðÿìîé, åñëè çíàê íåðàâ åíñòâà
ñîäåðæèò çíàê �> �, è ñëåâà îò ïðÿìîé, åñëè çíàê íåðàâåíñòâà ñî-
äåðæèò çíàê �< �;

4. ïåðâîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò òî÷êà x1 = arccosa (ýòà òî÷êà
íàõîäèòñÿ ëèáî â ïåðâîé, ëèáî âî âòîðîé ÷åòâåðòè);

5. âòîðîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò èëè x21 = 2� � x1, èëè x22 = � x1:
çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì íàïðàâëåíèè ìû èä¼ì ïî îáëàñòè îò ïåð âîé
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êî âòîðîé: åñëè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå íèè,
òî ñëåäóåò áðàòüx21 , à, åñëè â îòðèöàòåëüíîì, òî x22 ;

6. â îòâåò âûïèñûâàåòñÿ ïðîìåæóòîê îò ìåíüøåé òî÷êè ïåðåñå÷ åíèÿ
+2�n äî áîëüøåé +2�n .

Ðàçáåð¼ì äàííûé àëãîðèòì íà ïðèìåðå. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ñë åäóþ-
ùóþ çàäà÷ó:

cosx � �
1
2

:
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Òàáëèöà 9.3: Ïîñòðîåíèå îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà cosx � � 1
2:

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Ïîñòðîåíèå îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâ ëåíî â
òàáëèöå 9.3. Îïèøåì ýòî ïîñòðîåíèå:

(a) Îòìåòèì íà îñè êîñèíóñîâ êîîðäèíàòó � 1
2 .

(b) Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíî îñè ñèíóñîâ è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó
òî÷êó.

(c) Îòìåòèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Îíè áóäóò çàêðàøåííûìè, òàê êàê íåðà-
âåíñòâî íåñòðîãîå.

(d) Çíàê íåðàâåíñòâà � , à çíà÷èò çàêðàøèâàåì îáëàñòü ñïðàâà îò ïðÿ-
ìîé, ò.å. áîëüøèé ïîëóêðóã.

(e) Íàõîäèì ïåðâóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ: x1 = arccos
�
� 1

2

�
= 2�

3 (îíà íà-
õîäèòñÿ âî âòîðîé ÷åòâåðòè).

(f ) Íàõîäèì âòîðóþ òî÷êó. Íàøà îáëàñòü èä¼ò â îòðèöàòåëüíîì íàï ðàâ-
ëåíèè îò ïåðâîé òî÷êè, çíà÷èò x2 = � 2�

3 .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïðèìåò âèä:

x 2
�
�

2�
3

+ 2�n ;
2�
3

+ 2�n
�

; n 2 Z:
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Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð:

cosx <
1
2

Ðèñ. 9.6: Îáëàñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâàcosx < 1
2:

Îòìåòèì íà îñè êîñèíóñîâ êîîðäèíàòó 1
2 è ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ ïàðàë-

ëåëüíî îñè ñèíóñîâ è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó. Îòìåòèì òî÷ êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ. Îíè áóäóò âûêîëîòûìè, òàê êàê íåðàâåíñòâî ñòðîã îå. Çíàê
íåðàâåíñòâà< , à çíà÷èò çàêðàøèâàåì îáëàñòü ñëåâà îò ïðÿìîé, ò.å. áîëü-
øèé ïîëóêðóã. Íàõîäèì ïåðâóþ òî÷êó: x1 = arccos 1

2 = �
3 (îíà íàõîäèòñÿ

â ïåðâîé ÷åòâåðòè). Íàøà îáëàñòü èä¼ò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðà âëåíèè îò
ïåðâîé òî÷êè, çíà÷èò: x2 = 2� � �

3 = 5�
3 . Îáëàñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì

íåðàâåíñòâà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 9.6.
Èòàê, ðåøåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò ïðîìåæóòîê:

x 2
�

�
3

+ 2�n ;
5�
3

+ 2�n
�

; n 2 Z:

Îãðàíè÷åíèå àëãîðèòìà.
Âàæíî. Ðàññìàòðèâàåìûé âûøå àëãîðèòì íå ðàáîòàåò äëÿ íåðàâåíñòâ
âèäà cosx > 1, cosx � 1, cosx < � 1, cosx � � 1. Â ñòðîãîì ñëó÷àå
ýòè íåðàâåíñòâà íå èìåþò ðåøåíèé, à â íåñòðîãîì � ðåøåíèå ñâî äèòñÿ ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ cosx = 1 èëè cosx = � 1.
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Íàïðèìåð,
1. cosx < � 1.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.
2. cosx � 1.

cosx = � 1 ! x = � arccos 1 + 2�n = � 0 + 2�n = 2�n:

Îòâåò: x = 2�n; n 2 Z.

×àñòíûå ñëó÷àè ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà ñ
êîñèíóñîì.

Âàæíî îòìåòèòü òàêæå ñëåäóþùèå ñëó÷àè, êîòîðûå ãîðàçäî óäî áíåå
ðåøèòü ëîãè÷åñêè, íå èñïîëüçóÿ íèæåñëåäóþùèé àëãîðèòì.

×àñòíûé ñëó÷àé 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

cosx � 1:

Ðàññóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íûå ïåðâîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñèí óñà. Â
ñèëó òîãî, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöè è y = cosx
íå áîëüøå ïî ìîäóëþ 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðè ëþáîì x èç îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ (à îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîñèíóñà � âñå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà) íå áîëüøå 1. À, çíà÷èò, â îòâåò ìû çàïèñûâàåì: x 2 R.

Ñëåäñòâèå: àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ è íåðàâåíñòâî

cosx � � 1:

×àñòíûé ñëó÷àé 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

cosx < 1:

Ðàññóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íûå âòîðîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñèí óñà.
Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ìåíüøå 1 äëÿ âñåõx 2 R, êðîìå òî÷åê, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ cosx = 1. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, áóäåì
èìåòü:

x = � arccos 1 + 2�n = 2�n:

À, çíà÷èò, â îòâåò ìû çàïèñûâàåì: x 2 Rn2�n .
Ñëåäñòâèå: àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ è íåðàâåíñòâî

cosx > � 1:
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Ðèñ. 9.7: Êëèøå äëÿ òàíãåíñà

9.5.2.3 Íåðàâåíñòâî ñ òàíãåíñîì.

Àëãîðèòì ìåòîäà "íà îêðóæíîñòè" äëÿ òàíãåíñà:

1. ïåðåðèñîâûâàåì êëèøå, èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñóíêå 9.7;

2. íà ëèíèè òàíãåíñà îòìå÷àåì ïðàâóþ ÷àñòü è ïðîâîäèì äî ýòîé òî÷-
êè èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïðÿìóþ;

3. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïîëóîêðóæíîñòüþ áóäåò çà êðà-
øåííîé, åñëè íåðàâåíñòâî íåñòðîãîå è ïóñòîé, åñëè ñòðîãîå;

4. îáëàñòü áóäåò íàõîäèòñÿ ñíèçó îò ïðÿìîé, åñëè çíàê íåðàâå íñòâà
ñîäåðæèò çíàê �< �, è ñâåðõó îò ïðÿìîé, åñëè çíàê íåðàâåíñòâà ñî-
äåðæèò çíàê �> �;

5. äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, íàéä¼ì àðêòàíãåíñ , ò. å. x =
arctga;

6. â îòâåò, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà íåðàâåíñòâà (ò.å. çàêðàøåííîé îá-
ëàñòè), âûïèñûâàåòñÿ ïðîìåæóòîê ëèáî îò � �

2 + �n äî arctga+ �n ,
ëèáî îò arctga + �n äî �

2 + �n .

Âàæíî. Òî÷êè � �
2 + �n è �

2 + �n âûêîëîòû (ò.å. ñêîáêà âñåãäà � ( �
èëè � ) �) ïðè ëþáîì çíàêå íåðàâåíñòâà !
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Ðàçáåð¼ì äàííûé àëãîðèòì íà ïðèìåðå. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ñë åäóþ-
ùóþ çàäà÷ó:

tg x � 1:

Ïîñòðîåíèå îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâ ëåíî â
òàáëèöå 9.4. Îïèøåì ýòî ïîñòðîåíèå, ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàâ êëèøå, èçîá-
ðàæ¼ííîå íà ðèñóíêå 9.7:

Òàáëèöà 9.4: Ïîñòðîåíèå îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà tg x � 1:

(a) (b) (c)

(d) (e)

(a) Îòìåòèì íà ëèíèè òàíãåíñà êîîðäèíàòó 1.

(b) Ïðîâîäèì äî ýòîé òî÷êè èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïðÿìóþ.

(c) Îòìåòèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. Îíà áóäåò çàêðàøåííîé, òàê êàê í åðà-
âåíñòâî íåñòðîãîå.

(d) Çíàê íåðàâåíñòâà � , à çíà÷èò çàêðàøèâàåì îáëàñòü ñíèçó îò ïðÿìîé,
ò.å. áîëüøèé "êóñîê ïèðîãà".

(e) Íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ: x = arctg 1 = �
4 .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïðèìåò âèä:

x 2
�

�
�
2

+ �n ;
�
4

+ �n
i

; n 2 Z:
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9.5.2.4 Íåðàâåíñòâî ñ êîòàíãåíñîì.

Íåðàâåíñòâî ñ êîòàíãåíñîì ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó ñ òàíãåíñ îì, ãäå
ðîëü a âûïîëíÿåò 1

a , à çíàê íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæåí. Íàïðèìåð,

ctg x � 1

ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

tg x �
1
1

èëè
tg x � 1;

êîòîðîå áûëî ðåøåíî ðàíåå.

9.5.3 Ñëîæíûé ñëó÷àé.

Ìû ðàññìîòðåëè äâà ñàìûõ ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ñïîñîáà ðåøåíèÿ ïðî-
ñòûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Íà ïðàêòèêå ìû îòäàäè ì ïðåäïî-
÷òåíèå ìåòîäó �íà îêðóæíîñòè�, òàê êàê îí äà¼ò îòâåò áûñòðåå è òî÷íåå
ãðàôè÷åñêîãî ñïîñîáà. Ýòîò æå ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíè ÿ áîëåå
ñëîæíûõ íåðàâåíñòâ. Íàïðèìåð,

2 cos
�

2x �
�
6

�
�

p
3 � 0:

Ñåé÷àñ ïðèìåíèòü ìåòîä �íà îêðóæíîñòè� íåëüçÿ. Ñíà÷àëà ïåð åíåñ¼ì
âñ¼, ÷òî íå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè â ïðàâóþ ÷à ñòü è
ïîäåëèì íà êîýôôèöèåíò ïðè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, åñ ëè îí íå
ðàâåí 1.

2 cos
�

2x �
�
6

�
�

p
3:

cos
�

2x �
�
6

�
�

p
3

2
:

Òåïåðü æå, ÷òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä, äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé . Âñ¼,
÷òî ñòîèò ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, îáîçíà÷àåì çà í îâóþ ïå-
ðåìåííóþ:

t = 2x �
�
6

è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

cost �

p
3

2
;
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Ðèñ. 9.8: Îáëàñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâàcost �
p

3
2 :

êîòîðîå ìû ìîæåì ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà "íà îêðóæíîñòè".
Èòàê, ïîëó÷åíî:

t 2
h
�

�
6

+ 2�n ;
�
6

+ 2�n
i

; n 2 Z:

Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé:
�

2x �
�
6

�
2

h
�

�
6

+ 2�n ;
�
6

+ 2�n
i

; n 2 Z:

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
�

2x � �
6 � � �

6 + 2�n;
2x � �

6 � �
6 + 2�n;

ðåøèâ êîòîðóþ ìû ïîëó÷èì îòâåò. Äåéñòâèòåëüíî,
�

2x � �
6 � �

6 + 2�n;
2x � �

6 + �
6 + 2�n;

�
2x � 2�n;

2x � �
3 + 2�n;

�
x � �n;

x � �
6 + �n:
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È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

x 2
h
�n ;

�
6

+ �n
i

; n 2 Z:

Ñóùåñòâóþò è áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû, êîòîðûå ìû ìîæåì ðåøèòü
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íà �îêðóæíîñòè�. Íàïðèìåð,

cos2 x + 0; 5 cosx � 0; 5 � 0:

Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé.
Îáîçíà÷èì çà t = cosx; jtj � 1, òîãäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

Âàæíî. Îãðàíè÷åíèå íà t (jtj � 1) áóäåò äëÿ ôóíêöèé sinx è cosx, à
ó ôóíêöèé tg x è ctg x òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ íåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
îáëàñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé sinx è cosx îãðàíè÷åíà îòðåçêîì [� 1; 1], à ó
ôóíêöèé tg x è ctg x îíà íåîãðàíè÷åíà.

t2 + 0; 5t � 0; 5 � 0:

Ðàçëîæèì êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà,
íà ìíîæèòåëè:

t2 + 0; 5t � 0; 5 = 0;

ïî ò. Âèåòà, ïîëó÷èì: �
t1 + t2 = � 0; 5;
t1 � t2 = � 0; 5;

ñëåäîâàòåëüíî, èìååì êîðíè:

t1 = � 1; t2 = 0; 5:

Òîãäà íàøå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

(t + 1)( t � 0; 5) � 0:

Íàíîñÿ ïîëó÷åííûå òî÷êè íà îñü, ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèÿ íà t è çíàêà
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ïðîìåæóòêè, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñóíêå 9.9.

Â ñèëó òîãî, ÷òî çíàê íåðàâåíñòâà � � �, íàì íóæíû ïðîìåæóòêè ñî
çíàêîì � � �, ò.å.

t 2 [� 1; 0; 5]:

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì ñèñòåìó:
�

cosx � 1;
cosx � 0; 5:
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Ðèñ. 9.9: Íàõîæäåíèå îáëàñòè ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x 2 R, à
ðåøåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà íàïîìèíàåò ðàíåå ðàññìîòðåíí ûé ïðèìåð
(ñì. ñòð. 161):

x 2
�

�
3

+ 2�n ;
5�
3

+ 2�n
�

; n 2 Z:

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åí îòâåò.
Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí òàêîé ïðèìåð:

sin2 � 0; 25:

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:

t = sin x; jtj � 1;

òîãäà ïîëó÷àåì:
t2 � 0; 25

èëè
t 2 (�1 ; � 0; 5] [ [0; 5; +1 );

à, ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

t 2 [� 1; � 0; 5] [ [0; 5; 1]:

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé, áóäåì èìåòü ñëåäóþùóþ ñ èñòå-
ìó: �

sinx � � 1
2 ;

sinx � 1
2:

Çàìå÷àíèå. Çäåñü íàìè áûëè îòáðîøåíû íåðàâåíñòâà sinx � � 1 è sinx �
1, òàê êàê îíè íå íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ðåøåíèå, à ñëóæàò ëèøü
òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû �îòáðîñèòü� ëèøíèå êîðíè.
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Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìåòîäîì íà îêðóæíîñòè, ïîëó÷èì:
�

x 2
�
� 5�

6 + 2�n ; � �
6 + 2�n

�
;

x 2
�

�
6 + 2�n ; 5�

6 + 2�n
�

:

Çàìåòèâ, ÷òî � 5�
6 + � = �

6 , à � �
6 + � = 5�

6 , ìû ïîëó÷àåì îòâåò:

x 2
�

�
6

+ �n ;
5�
6

+ �n
�

; n 2 Z:

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåñòè ðåøåíèå ê êîìïàêòíîìó âèäó íå âñåãäà ïîëó÷àåò-
ñÿ.

Çàäàíèÿ:
Ðåøèòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

194. sinx �
p

2
2 195. sinx � 1 < 0

196. cosx � 1
2 > 0 197. 2 cosx + 1 � 0

198. 3 tg x � 3 > 0 199. 3 ctgx �
p

3
200. 2 sin

�
2x � �

4

�
+

p
2 < 0 201. 2 cos

�
x
2 � �

6

�
�

p
3 � 0

202. tg
�

x� �
3

�
+

p
3 > 0 203. ctg

�
x� �

4

�
� 1 < 0

204. 2 sin
�
2x � �

3

�
+

p
3 � 0 205. cos

�
3x � 5�

6

�
+

p
3

2 � 0
206. sin 2x > 0; 5 207. 0; 1 tg 2x < 5
208. 0; 3 � tg 2x � 0; 12 209. 0; 1 � sin 5x < 0; 26
210. sin2 x � 1

4 � 0 211. cos2 x � sin2 x � 1
2

9.6 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Âû÷èñëèòå:3 arctg 1� 2 arcsin1
2.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

(a) 2 cos
�
4x � �

3

�
+ 1 = 0 ;

(b) 2 cos2 x +
� p

3 � 1
�

sinx +
p

3� 4
2 = 0.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

(a) 2 sin
�
2x � �

4

�
+

p
2 � 0;

(b) 2 cos2 x +
� p

3 + 2
�

cosx +
p

3 � 0.



Ãëàâà 10

Ïðîèçâîäíàÿ è å¼ ïðèìåíåíèÿ.

10.1 Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè.

Â æèçíè çà÷àñòóþ òðåáóåòñÿ çíàòü íå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ôóí êöèè â
òî÷êå x0, à å¼ èçìåíåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Íàïðèìå ð,
ïðè ïîêóïêå äîðîãîñòîÿùåé áûòîâîé òåõíèêè áåðåæëèâûé ïîêó ïàòåëü
ïðåäâàðèòåëüíî âûÿñíèò êàê ìåíÿëàñü è áóäåò ìåíÿòüñÿ öåíà â áëèæàé-
øèå íåñêîëüêî íåäåëü è òîëüêî ïîòîì ïðèìåò ðåøåíèå î ïîêóïêå äàííîé
âåùè.

Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x0.

Îïðåäåëåíèå 10.1.1. Ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü x�
x0 è îáîçíà÷àåòñÿ � x.

Çàìå÷àíèå. Ñèìâîë � â ïðèðàùåíèè àðãóìåíòà íåîòäåëèì îò x.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

� x = x � x0 (10.1)

èëè
x = x0 + � x: (10.2)

Îïðåäåëåíèå 10.1.2. Ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè y = f (x) íàçûâàåòñÿ ðàç-
íîñòü f (x0 + � x) � f (x0) è îáîçíà÷àåòñÿ � y.

Âàæíî. Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè � ôóíêöèÿ îò ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà, ò.å.
� y çàâèñèò îò� x (òàêæå êàêy çàâèñèò îòx).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

� y = f (x0 + � x) � f (x): (10.3)

170
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Çàäàíèÿ:
Íàéäèòå ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà è ôóíêöèè:
212. y = x; x = 2; x0 = 1
213. y = 1

x + x2 � 1; x = 2; x0 = 0:5
214. y = cosx; x = �

2 ; x0 = �
4

215. y = sin x + 1; x = �; x 0 = 0
216. y = � 2x2; x0 = 0; � x = 0; 1
217. y = 1

x ; x0 = 2; � x = 0; 1
218. y = 0; 5 � cosx; x0 = �

2 ; � x = 0; 5�
219. y = 1

cos2x ; x0 = 0; � x = �
4

10.2 Ïîíÿòèå î ïðîèçâîäíîé.

10.2.1 Çàäà÷è ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé.

Èíîãäà âàæíî çíàòü íå êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êàêîãî-òî ïðîöåñ ñà, à
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, ïîâàðó ïðè ãîò îâêå íå
íóæíî çíàòü çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð ïå÷è â ðàçíîå âðåìÿ äëÿ âûïå ÷êè
áëþäà. Åìó âàæíà ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé òà èëè èíàÿ ïå÷ü íàáåð¼ò íóæíóþ
åìó òåìïåðàòóðó.

10.2.1.1 Çàäà÷à î ñêîðîñòè íåðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ òåëà.

Â èäåàëüíîé ñðåäå, ãäå òåëî äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî, ñêîðîñòü � ïóòü,
ïðîéäåííûé òåëîì â åäèíèöó âðåìåíè. Íî â ðåàëüíîñòè ìàëî êàê èå òåëà
äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî. Íàïðèìåð, ãðóçîâèê âåç¼ò ãðóç èç ïóíê òà A â
ïóíêò B. Î÷åâèäíî, ÷òî äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ íå áóäåò ðàâíîìåðíûì,
òàê êàê, íàïðèìåð, âîäèòåëü áóäåò ïðèòîðìàæèâàòü ïðè ïîâîð îòå. Íî â
îò÷¼òàõ âîäèòåëü íàïèøåò, ÷òî åõàë ñî ñêîðîñòüþ 90 êì/÷. Êàêóþ æå
ñêîðîñòü îí óêàæåò? Îí óêàæåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü.

Ïóñòü ãðóçîâèê äâèãàëñÿ èç ïóíêòà A â ïóíêò B ïî çàêîíó s = s(t),
òîãäà çà âðåìÿ � t, ïðîøåäøåå îò êàêîãî-ëèáî ôèêñèðîâàííîãî âðåìå-
íè t0, îí ïðîåõàë ðàññòîÿíèå s(t0 + � t) � s(t0) è åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ðàâíÿëàñü

vñð =
s(t0 + � t) � s(t0)

� t
:

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè � t ìàøèíà íå ìîãëà ñèëüíî èç-
ìåíèòü ñêîðîñòü. Íàïðèìåð, çà 1 ñåê. íè îäíà èç ìàøèí íå ñïîñîáíà
ðàçâèòü ñêîðîñòü îò 0 äî 100 êì/÷. Ïîýòîìó, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïðè ìàëîì � t ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåàëüíîé ñêîðîñòè
ãðóçîâèêà.
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Îïðåäåëåíèå 10.2.1. Ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæå-
íèÿ òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ñðåäíåé ñêîðî-
ñòè çà âðåìÿ îò t0 äî t0 + � t ïðè � t ! 0, ò.å.

v(t0) = lim
� t ! 0

vñð = lim
� t ! 0

s(t0 + � t) � s(t0)
� t

= lim
� t ! 0

� s
� t

: (10.4)

10.2.1.2 Çàäà÷à î íàõîæäåíèè êàñàòåëüíîé ê ôóíêöèè â òî÷êå.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè èíòåðåñîâ àëà
óìû ó÷¼íûõ ìíîãî ëåò. Åù¼ äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê è èíæå-
íåð èç Ñèðàêóç Àðõèìåä (287 äî í. ý. � 212 äî í. ý.) â îäíîé èç ñâî èõ
ðàáîò çàäàëñÿ âîïðîñîì î êàñàòåëüíîé ê ñïèðàëè, êîòîðóþ ïîç æå íàçâà-
ëè åãî èìåíåì. Òàêæå ñëåäóåò óïîìÿíóòü äðåâíåãðå÷åñêîãî ìà òåìàòèêà
èç Ïåðãå Àïîëëîíèÿ (262 äî í. ý. � 190 äî í. ý.), íàøåäøåãî êàñà òåëü-
íûå ê ýëëèïñó, ãèïåðáîëå è ïàðàáîëå. Ýòèì âîïðîñîì â ñâîèõ ðà áîòàõ
èíòåðåñîâàëèñü ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è þðèñò Ïüåðà Ôåðìà ( 1601 �
1665) è, êîíå÷íî æå, îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ äèôôåðåíöèàë üíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ, íåìåöêèé ôèëîñîô, ëîãèê, ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, ôè çèê, þðèñò,
èñòîðèê, äèïëîìàò, èçîáðåòàòåëü è ÿçûêîâåä Ãîòôðèä Âèëüãå ëüì Ëåéá-
íèö (21 èþíÿ (1 èþëÿ) 1646 � 14 íîÿáðÿ 1716).

Îïðåäåëåíèå 10.2.2. Ñåêóùåé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f (x) íàçûâàþò ïðÿ-
ìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ãðàôèêà f (x).

Ïóñòü íàì äàí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) è ïðÿìàÿ l, ïåðåñåêàþùàÿ
ãðàôèê ôóíêöèè f (x) â òî÷êàõ A(x0; f (x0)) è B(x0 + � x; f (x0 + � x))
(ñì. ðèñóíîê 10.1), òîãäà ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãî ëüíèê ABC ,
ãäåAB � îòðåçîê ñåêóùåé, AC = � x, à BC = � f = � y. Çàìåòèì, ÷òî
ïî èçâåñòíîé íàì ðàíåå ôîðìóëå, óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ðàâåí
òàíãåíñó óãëà ìåæäó ýòîé ïðÿìîé è îñüþ Ox. Â íàøåì ñëó÷àå, óãëîâîé
êîýôôèöèåíò ðàâåí k = tg � = tg \ BAC = � f

� x .
Èòàê, ïîëó÷åíî, ÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ñåêóùåé ðàâåí:

k =
� y
� x

: (10.5)

Îïðåäåëåíèå 10.2.3. Êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êå M íàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó êðèâîé è ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé â ò î÷êå
M .

Åñëè ìû íà ðèñóíêå 10.1 ïîëîæèì, ÷òî òî÷êà B ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé
A, òî ïðÿìàÿ l áóäåò êàñàòåëüíîé, óãëîâîé êîýôôèöèåíò êîòîðîé âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

k = lim
� x ! 0

� y
� x

: (10.6)
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Ðèñ. 10.1: Îïðåäåëåíèå óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà ñåêóùåé.

10.2.2 Ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà ôóíê-
öèè.

Â çàäà÷àõ î ñêîðîñòè íåðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ òåëà è íàõîæä å-
íèå êàñàòåëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå ìû âñòðå÷àåì îäíó è òó æå âåëè ÷èíó:
lim

� x ! 0

� y
� x . Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 10.2.4. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f (x) â òî÷êå x0 íàçû-
âàåòñÿ ïðåäåë lim

� x ! 0

� y
� x .

Ïðîèçâîäíàÿ îáîçíà÷àåòñÿ:

y0; f 0(x);

_y; _f (x);

dy
dx

;
df (x)

dx
:
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Âàæíî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå dy
dx ÿâëÿåòñÿ åäèíûì ñèìâîëîì, ò.å. åãî íåëü-

çÿ ðàññìàòðèâàòü êàê äåëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì,

f 0(x0) = lim
� x ! 0

� f
� x

= lim
� x ! 0

f (x0 + � x) � f (x0)
� x

: (10.7)

Îïðåäåëåíèå 10.2.5. Ôóíêöèþ, èìåþùóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 íà-
çûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 10.2.6. Ôóíêöèþ, èìåþùóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷-
êå îáëàñòèD, íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè D.

Åñëè æå îáëàñòüD ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y =
f (x), òî ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé.

Îïðåäåëåíèå 10.2.7. Ôóíêöèþ, èìåþùóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷-
êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé.

Çàìå÷àíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ñàìà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèåé, îò
êîòîðîé òàêæå ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ. Òàê îïðåäåëÿþòñÿ ïð îèçâîä-
íûå âûñøåãî ïîðÿäêà, êîòîðûõ ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.2.8. Îïåðàöèþ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íà-
çûâàþò äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèè.

Òåîðåìà 10.1 (Î ïðèðàùåíèè) . Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) â òî÷êå x0 èìå-
åò ïðîèçâîäíóþ, òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâë åíî
â âèäå

� y = y0� � x + � � � x; (10.8)

ãäå� = � (� x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà.

Îïðåäåëåíèå 10.2.9. Ãëàâíîé ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ( � y) íà-
çûâàåòñÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå èç ôîðìóëû (10.8).

Òåîðåìà 10.2 (Î íåïðåðûâíîñòè) . Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) â òî÷êå x0

èìååò ïðîèçâîäíóþ, òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå æå íåâåðíî. Íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ ìî-
æåò â ýòîé òî÷êå íå èìåòü ïðîèçâîäíîé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = jxj íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 0, îäíàêî æå
ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå íå èìååò.
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Îïðåäåëåíèå 10.2.10. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, ëèíåéíàÿ
îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, íàçûâàå òñÿ äèôôå-
ðåíöèàëîì ôóíêöèè è îáîçíà÷àåòñÿ dy, ò.å.

dy = y0 � � x: (10.9)

Îïðåäåëåíèå 10.2.11. Äèôôåðåíöèàëîì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñ÷è-
òàåòñÿ å¼ ïðèðàùåíèå, ò.å. óñëîâíî

dx = � x: (10.10)

Èç (10.9), ñ ó÷¼òîì (10.10), ïîëó÷àåòñÿ:

dy = y0dx; (10.11)

èëè

y0 =
dy
dx

: (10.12)

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè � ýòî ï ðèðà-
ùåíèå îðäèíàòû êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé â òî÷êå A(x0; y0) (ñì. ðèñ. 10.1),
ïðè çàäàííûõ x0 è � x.

10.2.3 Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ.

Íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå èç îïðåäåëåíèÿ î÷åíü ñëîæíî. Ïîýòîìó äëÿ
îñíîâíûõ ôóíêöèé ïðîèçâîäíàÿ áûëà íàéäåíà. Â òàáëèöå 10.1 ï îìåùåíû
ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ôóíêöèé, èçâåñòíûõ íàì.

Íàïðèìåð, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = 5 ðàâíà y0 = 0, òàê êàê 5 �
const.

Åù¼ îäèí ïðèìåð: âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

y = x3:

x3 � ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, �ðàáîòàåò� òðåòüÿ ôîð ìóëà
òàáëèöû 10.1 ïðè n = 3:

y0 =
�
x3

� 0
= 3 � x3� 1 = 3x2:

Ê ñîæàëåíèþ, íå âñå îñíîâíûå ôóíêöèè íàì ñåé÷àñ èçâåñòíû, à, çíà-
÷èò, òàáëèöà 10.1 ñîäåðæèò íåïîëíûå äàííûå. Áîëåå ïîëíóþ òà áëèöó
ñìîòðèòå â ïðèëîæåíèè 6.
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Òàáëèöà 10.1: Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

Ôóíêöèÿ, f (x) Ïðîèçâîäíàÿ, f 0(x)

C; C = const 0

x 1

xn ; n = const n � xn� 1

p
x 1

2
p

x

sinx cosx

cosx � sinx

tg x 1
cos2 x

ctg x � 1
sin2 x

Çàäàíèÿ:
Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ïðîèçâîäíûõ 10.1:

220. y = 1 221. y = x 222. y = x2

223. y = sin x 224. y = ctg x 225. y =
p

x

10.3 Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

Îäíîé òàáëèöû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íàì íåäîñòàòî÷íî . Íà-
ïðèìåð, ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x2 + x3 ìû íå ñìîæåì âû÷èñëèòü,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû èç òàáëèöû çíàåì êàê íàéòè ïðîèçâîäíûå x2

è x3. Îäíàêî, èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé è ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíê öèè
ñëåäóþò ñëåäóþùèå ïðàâèëà, êîòîðûå ïîìîãóò íàì íàõîäèòü òà êèå ïðî-
èçâîäíûå.

Ïóñòü u = u(x); v = v(x); à C = const.
Ïðàâèëî I. (Cu)0 = Cu0.
Èíûìè ñëîâàìè, ïîñòîÿííóþ ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé.
Íàïðèìåð, íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y = 3x
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Â íàøåé ôóíêöèè 3 � const, à x � ôóíêöèÿ, ïîýòîìó

y0 = (3 x)0 = 3x0 = 3 � 1 = 3:

Ïðàâèëî II. (u � v)0 = u0 � v0.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäíàÿ ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ ôóíêöèé ðàâíà

ñóììå (ðàçíîñòè) ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé.

Ñëåäñòâèå. Äàííîå ïðàâèëî ìîæåò áûòü ðàñøèðåííî äî ëþáîãî êîíå÷-
íîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f 1(x); f 2(x); f 3(x); : : : ; f n (x).
Òîãäà îíî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(f 1(x) � f 2(x) � f 3(x) � : : : � f n (x))0 = f 0
1(x) � f 0

2(x) � f 0
3(x) � : : : � f 0

n (x)

Íàïðèìåð, íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y = x2 + x3

Â íàøåé ôóíêöèè ðîëü u âûïîëíÿåò ôóíêöèÿ x2, à v � x3, ïîýòîìó

y0 = ( x2 + x3)0 =
�
x2

� 0
+

�
x3

� 0
= 2x + 3x2:

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé íàì ñëåäñòâèå.

y = 3 � x + sin x � x2:

Â íàøåé ôóíêöèè 4 îñíîâíûõ ôóíêöèé: ïîñòîÿííàÿ 3, ïðÿìàÿ x, ñèíóñ
è ïàðàáîëà x2. Èç ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì:

y0 =
�
3 � x + sin x � x2

� 0
= 3 0 � x0+ (sin x)0 �

�
x2

� 0
= 0 � 1 + cosx � 2x =

= cosx � 2x � 1:

Ïðàâèëî III. (u � v)0 = u0 � v + u � v0.
Íàïðèìåð, íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y = x2 � tg x:

Â íàøåé ôóíêöèè ðîëü u âûïîëíÿåò ôóíêöèÿ x2, à v � tg x, ïîýòîìó

y0 = ( x2 tg x)0 =
�
x2

� 0
�tg x+ x2�(tg x)0 = 2x tg x+ x2�

1
cos2 x

= 2x tg x+
x2

cos2 x
:

Ïðàâèëî IV.
�

u
v

� 0
= u0�v� u�v0

v2 .
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Íàïðèìåð, íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y =
x

sinx
:

Â íàøåé ôóíêöèè ðîëü u âûïîëíÿåò ôóíêöèÿ x, à v � sinx, ïîýòîìó

y0 =
� x

sinx

� 0
=

x0 � sinx � x � (sinx)0

sin2 x
=

sinx � x cosx
sin2 x

:

Îäíàêî, ïðàâèëî IV íå âñåãäà áûñòðåå è ëåã÷å äà¼ò ðåçóëüòàò. Ñó-
ùåñòâóþò ïðèìåðû, êîòîðûå ìíîãî ïðîùå ðåøèòü äðóãèìè ìåòîä àìè.
Ðàññìîòðèì òàêèå ñëó÷àè.

×àñòíûé ñëó÷àé 1: ôóíêöèþ y = f (x)
c , ãäåc � const, ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäåy = 1
c � f (x), òîãäà, ñîãëàñíî ïðàâèëó I , å¼ ïðîèçâîäíàÿ

èìååò âèä: y0 = 1
c � f 0(x).

Íàïðèìåð, íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

y =
x2

2
:

Äëÿ íà÷àëà ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ:

y =
x2

2
=

1
2

� x2:

Òåïåðü íàéä¼ì å¼ ïðîèçâîäíóþ:

y0 =
1
2

�
�
x2

� 0
=

1
2

� 2x = x:

Ðàññìîòðèì äàëåå çàìå÷àòåëüíóþ ôîðìóëó, êîòîðîé ìû áóäåì ÷ àñòî
ïîëüçîâàòüñÿ:

1
xn

= x � n : (10.13)

Íàïðèìåð,
2
x4

= 2 �
1
x4

= 2 � x � 4:

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé:

1
x

=
1
x1

= x � 1:

×àñòíûé ñëó÷àé 2: ôóíêöèþ y = c
f (x) , ãäå c � const, ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû (10.13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y = c� f � 1(x), òîãäà, ñîãëàñíî
ïðàâèëó I , å¼ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä: y0 = c � (f � 1(x))0.
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Íàïðèìåð,

y =
1
x3

:

Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå (10.13):

y =
1
x3

= x � 3:

Òåïåðü íàéä¼ì å¼ ïðîèçâîäíóþ:

y0 =
�
x � 3

� 0
= � 3x � 4 = �

3
x4

:

Íå âñåãäà ïðèìåðû ðåøàþòñÿ ïðèìåíåíèåì êàêîãî-ëèáî îäíîãî ïðà-
âèëà. Çà÷àñòóþ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïðàâèëà ïðèõîä èòñÿ êîì-
áèíèðîâàòü, ò.å. èñïîëüçîâàòü ñíà÷àëà îäíî, à ïîòîì äðóãîå . Íàïðèìåð,

y = x sinx + x2:

y0 =
�
x sinx + x2

� 0
= ( x sinx)0+

�
x2

� 0
=

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü âòîðûì ïðàâèëîì. Â ïîëó÷èâøåìñÿ íàì ïðè ä¼òñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåòüèì ïðàâèëîì äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî.

= x0 � sinx + x � (sin x)0+ 2x = sin x + x cosx + 2x:

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð:

y =
x sinx
ctg x

y0 =
�

x sinx
ctg x

� 0

=
(x sinx)0ctg x � x sinx(ctg x)0

ctg2 x
=

=
x0sinx ctg x + x(sin x)0ctg x � x sinx �

�
� 1

sin2 x

�

ctg2 x
=

=
sinx cosx

sin x + x cosx cosx
sin x + x

sin x

ctg2 x
=

cosx + x cos2 x
sin x + x

sin x

ctg2 x
=

=
cosx sinx + x cos2 x + x

sinx ctg2 x
:
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Çàäàíèÿ:
Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

226. y = 20x2 227. y = x2 � x3

228. y = x2 sinx 229. y = cosx � sinx

230. y = 30 � 2x 231. y = sin x � cosx

232. y = sin x
cosx 233. y = cosx

sin x

234. y = xp
x 235. y = 3x

p
x

236. y = 3 � sinx +
p

x 237. y = 2x ctg x � 2
x

238. y = 12 tg x � 11 ctgx 239. y = 1
x � 1

x2 + x3

240. y = 1
3x3 + 1

2x2 � x + 12 241. y = ( x2 � 3x) sin x

242. y = 2x (x3 � x � 2) 243. y = tg x(sinx � cosx)

244. y = 5x3
�
x2 � 2x + 1

x

�
245. � y = 5x

p
x sinx � cosx

246. � y = cosx�sin xp
x 247. � y = tg x�ctg x

x

248. � y = 1
x5 sinx � cosx � 1

x6 249. � y = 1p
x sin x

10.4 Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

10.4.1 Ïîíÿòèå î ñëîæíîé ôóíêöèè.

Èíîãäà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîæíî óâèäåòü, êàê îäíà ôóíêöèÿ ïðè -
ìåíÿåòñÿ ê äðóãîé. Íàïðèìåð,

y =
p

sinx; y = cos
p

x; y =
�
x2 � 2x + 5

� 2
; y = sin2 x:

Îïðåäåëåíèå 10.4.1. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = g(x) ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ Dg è îáëàñòüþ çíà÷åíèÿ Eg è ôóíêöèÿ y = f (x) ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D f � Eg, òîãäà ôóíêöèÿ y = f [g(x)] íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé
ôóíêöèåé.

Íàïðèìåð, âñå âûøåíàçâàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè. Ðà çáå-
ð¼ì êàæäóþ ôóíêöèþ ïî îòäåëüíîñòè.

y =
p

sinx
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Èä¼ì ñëåâà íàïðàâî. Êàêàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîé �ïîïàä¼òñÿ�, òàêà ÿ è áóäåò
f (x), à îñòàâøàÿñÿ � g(x).

f (x) =
p

x; g(x) = sin x:

y = cos
p

x

Äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî.

f (x) = cos x; g(x) =
p

x:

y =
�
x2 � 2x + 5

� 2

Èä¼ì ñëåâà íàïðàâî. Âèäèì îòêðûâàþùóþñÿ ñêîáêó, à, çíà÷èò, íóæíî
íàéòè, ãäå ñêîáêà çàêðûâàåòñÿ, è ïîñìîòðåòü, ÷òî ñ âûðàæåíèåì, ñòîÿ-
ùèì â ñêîáêàõ äåëàåòñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå, îíî âîçâîäèòñÿ â êâà äðàò, à,
çíà÷èò, ïåðâàÿ ôóíêöèÿ � x2.

f (x) = x2; g(x) = x2 � 2x + 5:

y = sin2 x

Çäåñü ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ïåðâàÿ ôóíêöèÿ sinx, îäíàêî, òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèå (ðîâíî êàê è ëîãàðèôìè÷åñêèå, î êîòîðûõ ìû ïîãîâîð èì ïîç-
æå) âíåøíþþ ñòåïåíü çàáèðàþò �ïîä ñåáÿ�, ò.å. sinn x = (sin x)n è íàîáî-
ðîò. Òàêèì îáðàçîì,

f (x) = x2; g(x) = sin x:

10.4.2 Ôîðìóëà ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = g(x), äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ëþáîé òî÷êå x0

íåêîòîðîé îáëàñòè D, è ôóíêöèÿ y = f (x), äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êàõ
g(x0), òîãäà ôóíêöèÿ y = f [g(x)] òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè D,
ïðè÷¼ì

y0 = f 0
g [g(x)] � g0(x): (10.14)

Íàïðèìåð, íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

y1 =
p

sinx; y2 = cos
p

x; y3 =
�
x2 � 2x + 5

� 2
; y4 = sin2 x:

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y1.

f (x) =
p

x; g(x) = sin x:

Âàæíî. Â äàëüíåéøåì òàêîå ðàçëîæåíèå ìû áóäåì ïðîäåëûâàòü â óìå.
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y0
1 =

1

2
p

sinx
� (sin x)0 =

1

2
p

sinx
� cosx =

cosx

2
p

sinx
:

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y2.

y0
2 = � sin

� p
x

�
� (

p
x)0 = � sin

� p
x

� 1
2
p

x
= �

sin
p

x
2
p

x
:

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y3.

y0
3 = 2( x2 � 2x + 5) � (x2 � 2x + 5) 0 = 2( x2 � 2x + 5)(2 x � 2) =

= 4( x � 1)(x2 � 2x + 5) :

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y4.

y0
4 = 2 sin x cosx = sin 2x:

Çàäàíèÿ:

Ðàçëîæèòå ñëîæíûå ôóíêöèè íà f (x) è g(x):

250. y =
p

tg x 251. y = cos2 x 252. y = ctg x2

253. y = ( x3 � 2x + 1) 4 254. y =
q

1
x 255. y = sin

p
x
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Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëîæíûõ ôóíêöèé:

256. y = cos 1
x 257. y =

q
2
x

258. y = tg (sin x) 259. y =
p p

x

260. y = 2 � 1p
x 261. y = 3

sin x

262. y = sin (1 � cosx) 263. y = 1 � x � sin
p

x

264. y =
p

1 � 2 tg x 265. y = tg x
ctg x

266. y =
q

tg x
x 267. y = sin (1 � tg x)

268. y = cos (cosx) 269. y = tg 3 x

270. y = sin5 x 271. y = sin 2x

272. y = cos
�
3x � �

4

�
273. y = tg

�
1 � �

4 x
�

274. y = sin
� p

x � 1
2

�
275. y = cos

�
1 � sin3 x

�

276. y = tg (1 � tg x) 277. � y = x2 � x + 2 � 1p
sin x

278. � y = tg
�

1
cos 2x

�
279. � y =

r
1 �

q
1 � 1p

x

10.5 Ïðîèçâîäíàÿ â ôèçèêå è òåõíèêå.

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó s =
s(t).

Óòâåðæäåíèå. Ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò
êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè, ò.å.

v(t) = s0(t): (10.15)

Óòâåðæäåíèå. Óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò
ñêîðîñòè ïî âðåìåíè èëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàòû ïî âðåìå-
íè, ò.å.

a(t) = v0(t) = s00(t): (10.16)

Íàïðèìåð, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s(t) = 1
3t3 � 2t2 �

5t +3. Íàéäèòå óñêîðåíèå ýòîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 3 ñ. (ïåðåìå-
ùåíèå èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ). Îïðåäåëèòå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà ä âèæåíèÿ,
â êîòîðîå òî÷êà îñòàíîâèòñÿ.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñêîðåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0, ñíà÷àëà íóæíî
îïðåäåëèòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ óñêîðåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ íà õîæ-
äåíèÿ îáùåé ôîðìóëû äëÿ óñêîðåíèÿ, íóæíî íàéòè îáùóþ ôîðìóë ó äëÿ
ñêîðîñòè. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (10.15) è ïîëó÷èì:

v(t) =
�

1
3

t3 � 2t2 � 5t + 3
� 0

=
1
3

� 3t2 � 2 � 2t � 5 � 1 + 0 = t2 � 4t + 5:

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (10.16), áóäåì èìåòü:

a(t) =
�
t2 � 4t + 5

� 0
= 2t � 4:

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âìåñòî t � t0, ïîëó÷èì:

a(t0) = 2 � 3 � 4 = 2
� ì

ñ2

�
:

Îïðåäåëèì òåïåðü âðåìÿ îñòàíîâêè. Ïóñòü t1 � èñêîìîå âðåìÿ, òîãäà
î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ðàâíÿëàñü 0, ò.å.

v(t1) = t2
1 � 4t1 � 5 = 0:

Çàìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî t1 � 0, òàê êàê âðåìÿ îòðèöàòåëüíûì
íå áûâàåò. Ðåøèì ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ñîãëàñí î òåîðåìå
Âèåòà (ñì. 7.1 íà ñòð. 99), t11 = � 1 è t12 = 5. Ïåðâûé êîðåíü íå óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ, à, çíà÷èò, òî÷êà îñòàíîâèòñÿ ÷åðåç 5 ñåêóíä.

Çàäàíèÿ:
Íàéòè âðåìÿ t0, ïðè êîòîðîì ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî

çàêîíó s = s(t), îñòàíîâèòñÿ, åñëè èçâåñòíî:

280. s(t) = 2 t2 � 4t � 1 281. s(t) = t3 � 5t2 + 3t � 2

282. s(t) = 3 t2 � t 283. s(t) = 1
3t3 � t2 + t � 1

Íàéòè óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùàÿñÿ ïî çàêîíó s =
s(t), â ìîìåíò âðåìåíè t0, åñëè èçâåñòíî:

284. s(t) = 3 t4 � 2t3 + t � 1; t0 = 1 285. s(t) = 2 t2 � 3t + 5; t0 = 2

286. s(t) = 3 t � 1; t0 = 3 287. s(t) = 3 � t2 � t3; t0 = 4
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10.6 Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé ê èññëåäîâà-
íèþ ôóíêöèè.

10.6.1 Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Â ÷àñòè 10.2.1.2 íàìè áûë ïîëó÷åí óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàò åëüíîé
â òî÷êå A(x0; f (x0)) ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f (x). Ñåé÷àñ ìû âûâåäåì
ïîëíîå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Êàñàòåëüíàÿ � ïðÿìàÿ, à, çíà÷èò, å¼ óðàâíåíèå èìååò âèä:

y = kx + b;

ãäå k èìååò âèä (10.6), à î b íàì ïîêà íè÷åãî íå èçâåñòíî. Ðàññìîòðèì
äëÿ íà÷àëà óðàâíåíèå (10.6). Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïðåäåë lim

� x ! 0

� y
� x , êî-

òîðûé â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ïðåäåë èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäí îé (ñì.
îïðåäåëåíèå 10.2.4, ñòð. 173), ò.å.k = f 0(x0). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ïðèíèìàåò âèä:

y = f 0(x0)x + b:

Êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ A(x0; f (x0)) , ïîäñòàâèì å¼
êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïîëó÷èì:

f (x0) = f 0(x0)x0 + b:

Âûðàæàÿ b, áóäåì èìåòü:

b= f (x0) � f 0(x0)x0:

Ïîäñòàâèì b â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

y = f 0(x0)x + f (x0) � f 0(x0)x0:

Óïðîñòèâ ïîñëåäíåå, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ê ôóíêöèè y = f (x) ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ â
òî÷êå ñ àáñöèññîéx0, òîãäà å¼ óðàâíåíèå èìååò âèä

y = f 0(x0)(x � x0) + f (x0): (10.17)

Íàïðèìåð, íàéòè êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 â òî÷êå
x0 = 4.
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Íàéä¼ì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y0 = ( x2)0 = 2x

Ïîäñòàâèì x0 âìåñòî x â ôóíêöèþ è ïðîèçâîäíóþ:

y(4) = 4 2 = 16;

y0(4) = 2 � 4 = 8:

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå â (10.17), áóäåì èìåòü:

y = 8( x � 4) + 16 = 8x � 32 + 16 = 8x � 16:

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 â òî÷êå x0 = 4 èìååò
âèä:

y = 8x � 16:

10.6.2 Ïðèçíàêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè.

Â ÷àñòè 8.7 ìû èññëåäîâàëè ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ èõ ãð à-
ôèêîâ. Íî íå âñåãäà óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè, íàïðè ìåð, êàê
äëÿ ôóíêöèè:

y = x4 + x3 � 1: (10.18)

Ðàíåå èçó÷åííûìè ìåòîäàìè ìû íå ñìîæåì äàæå íàçâàòü ïðîìåæó òêè
âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè. Òîãäà íà ïîìîùü ïðèõîäèò ïð îèçâîä-
íàÿ.

Òåîðåìà 10.3 (Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè) . Åñëè
f 0(x) > 0 â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà I , òî ôóíêöèÿ f (x) âîçðàñòàåò
íà I .

Òåîðåìà 10.4 (Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê óáûâàíèÿ ôóíêöèè) . Åñëè
f 0(x) < 0 â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà I , òî ôóíêöèÿ f (x) óáûâàåò íà I .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (10.18) è íàéä¼ì ïðîìåæóòêè å¼ âîçðàñòà íèÿ
è óáûâàíèÿ. Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Î÷åâè äíî, ÷òî
D(y) : x 2 R. Äàëåå, íåîáõîäèìî íàéòè ïðîèçâîäíóþ:

y0 = 4x3 + 3x2 = 4x2 �
�

x +
3
4

�
:
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé ìíîæèòåëü âñåãäà ïîëîæèòåëüíûé. Çíàê ïðî-
èçâîäíîé çàâèñèò îò âòîðîãî ìíîæèòåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó ÷àåì îò-
âåò:

y " :
�
� 3

4 ; + 1
�

;

y #:
�
�1 ; � 3

4

�
:

Çàäàíèÿ:
Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå ñ à áñ-

öèññîé x0, åñëè:

288. y = x3; x0 = 2 289. y =
p

x; x0 = 4

290. y = 1
x ; x0 = 1 291. � y = 1

2
p

x ; x0 = 1
Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèé:

292. y = x3 � x2 + 1 293. y = 1
x2

294. y = x4 + 1 295. y = 1
2x4

10.7 Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 10.7.1. Òî÷êè èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, â êîòî-
ðûõ å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò, íàçûâàþòñÿ êðèòè-
÷åñêèìè.

Òåîðåìà 10.5 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà (òåîðåìà Ôåðìà)) . Åñ-
ëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f (x) è â ýòîé òî÷êå
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f 0(x), òî îíà ðàâíà íóëþ, ò.å. f 0(x0) = 0 .

Òåîðåìà 10.6 (Ïðèçíàê ìàêñèìóìà ôóíêöèè) . Åñëè ôóíêöèÿ f (x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0 è å¼ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ìåíÿåò ñâîé çíàê ñ
ïëþñà íà ìèíóñ, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 10.7 (Ïðèçíàê ìèíèìóìà ôóíêöèè) . Åñëè ôóíêöèÿ f (x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0 è å¼ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ìåíÿåò ñâîé çíàê ñ
ìèíóñà íà ïëþñ, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè.

Âåðí¼ìñÿ ê ôóíêöèè (10.18) è íàéä¼ì å¼ êðèòè÷åñêèå òî÷êè è òî÷êè
ýêñòðåìóìà. Êàê áûëî íàéäåíî ðàíüøå, å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

y0 = 4x2 �
�

x +
3
4

�
:



188 Ãëàâà 10. Ïðîèçâîäíàÿ è å¼ ïðèìåíåíèÿ.

Ïðèðàâíèâàÿ å¼ ê íóëþ, ò.å.

4x2 �
�

x +
3
4

�
= 0;

ïîëó÷àåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

x1 = 0; x2 = �
3
4

:

Êàê áûëî íàéäåíî ðàíåå, â òî÷êå x1 ïðîèçâîäíàÿ íå ìåíÿåò ñâîé çíàê,
à, çíà÷èò, îíà íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Â òî÷êå x2 óáûâàíèå
ñìåíÿåòñÿ âîçðàñòàíèåì, ñëåäîâàòåëüíî ó íàñ îäíà òî÷êà ýêñ òðåìóìà è
ýòî òî÷êà ìèíèìóìà: xmin = � 3

4 .
Çàäàíèÿ:
Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìóìû ôóíêöèé:

296. y = x3 � x2 + 1 297. y = 1
x2

298. y = x4 + 1 299. y = 1
2x4

10.8 Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðî-
èçâîäíûõ.

Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ:

1. íàõîäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ;

2. íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ;

3. ïðèðàâíèâàåì ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ è íàõîäèì êîðíè ïîëó÷èâø åãî-
ñÿ óðàâíåíèÿ;

4. âûïèñûâàåì ýòè êîðíè, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíà ÿ íå
ñóùåñòâóåò � ýòî êðèòè÷åñêèå òî÷êè;

5. íàíîñèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà îñü Ox;

6. äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà âû÷èñëÿåì çíàê ïðîèçâîäíîé ;

7. ïðèìåíÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó.
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Ñèñòåìàòèçèðóåì òåïåðü èññëåäîâàíèå ôóíêöèè (10.18) íà âî çðàñòà-
íèå,óáûâàíèå è òî÷êè ýêñòðåìóìà:

1. íàõîäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y) : x 2 R;

2. íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ: y0 = 4x3 + 3x2 = 4x2 �
�
x + 3

4

�
;

3. ïðèðàâíèâàåì ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ è íàõîäèì êîðíè ïîëó÷èâø åãî-
ñÿ óðàâíåíèÿ:

y0 = 0;

4x2 �
�

x +
3
4

�
= 0;

4. âûïèñûâàåì ýòè êîðíè, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíà ÿ íå
ñóùåñòâóåò � ýòî êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

x1 = 0; x2 = �
3
4

:

5. íàíîñèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà îñü Ox è äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà
âû÷èñëÿåì çíàê ïðîèçâîäíîé:

6. ïðèìåíÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó:

y " :
�
� 3

4; + 1
�

;

y #:
�
�1 ; � 3

4

�
:

xmin = �
3
4

:

Çàäàíèÿ:
Èññëåäóéòå ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé:

300. y = x3 � x2 � 8x + 1 301. y = 1
3x3 � 1; 5x2 � 4x + 1

302. y = 1
3x3 � 2; 5x2 � 6x + 5 303. y = 1

3x3 � 1; 5x2 + 4x � 12

304. y = 1
3x3 � 1

2x2 + x 305. y = 1
3x3 � 1; 5x2 + 1; 25x � 18
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10.9 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

(a) y = x50

50 � 50
x50 + 50

p
x;

(b) y = x16 � cosx;

(c) y = x5

tg x .

2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè: y = x2 �
p

1 + sin x.

3. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, òî÷êè ìàêñèì óìà è
ìèíèìóìà è íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0:
y = x3

3 + 2x2 � 5x + 5; x0 = 9.



Ãëàâà 11

Ïåðâîîáðàçíàÿ è èíòåãðàë.

11.1 Îïðåäåëåíèå ïåðâîîáðàçíîé.

Ïóñòü èçâåñòíà ñêîðîñòü ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàë üíîé
òî÷êè, à òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ. Â ÷àñòè 10.5 åñòü ôîðìóëà
(10.15): v(t) = s0(t). Åñëè òîãäà íàì áûëà èçâåñòíà ôóíêöèÿ s(t) è ïî
íåé ìû íàõîäèëè ñêîðîñòü, òî òåïåðü íàîáîðîò. Ýòó çàäà÷ó ìû ï îêà íå
ìîæåì ðåøèòü, îäíàêî, îòìåòèì, ÷òî ó áîëüøèíñòâà èç èçâåñòí ûõ íàì
îïåðàöèé åñòü îáðàòíûå: ó óìíîæåíèÿ åñòü äåëåíèå, ó êâàäðàòà � êîðåíü.
Òàêæå è ó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ åñòü îáðàòíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 11.1.1. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ
ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f (x) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, åñëè äëÿ ëþáîãî
x èç äàííîãî ìíîæåñòâà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

F 0(x) = f (x): (11.1)

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ F (x) = x2

2 áóäåò ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè
f (x) = x. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ:

F 0(x) =
�

x2

2

� 0

=
2x
2

= x = f (x);

à, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (11.1) âûïîëíåíî è F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
f (x).

Çàäàíèÿ:
Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèé:

306. y = x 307. y = x3 308. y = x2 309. y = 2x

310. y = x � 2

191
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11.2 Îñíîâíîå ñâîéñòâî ïåðâîîáðàçíîé.

11.2.1 Îñíîâíîå ñâîéñòâî ïåðâîîáðàçíîé.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f (x) = x, êðîìå ïåðâîîáðàçíîé F (x) = x2

2 ,
ôóíêöèÿ F1(x) = F (x) + 1 = x2

2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé.
Äåéñòâèòåëüíî,

F 0
1(x) = F 0(x) + 1 0 = x + 0 = x = f (x):

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè

: : : ; F (x) � 2; F (x) � 1; F (x); F (x) + 1 ; F (x) + 2 ; : : :

ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè äëÿ ôóíêöèè f (x). Îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.1 (Îñíîâíîå ñâîéñòâî ïåðâîîáðàçíûõ) . Åñëè ôóíêöèÿ F (x)
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f (x), òî ôóíêöèÿ F (x)+ C, ãäåC �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äë ÿ ôóíêöèè
f (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèF (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíê-
öèè f (x), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (11.1). Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñò ü ýòî-
ãî ðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè F (x) + C:

(F (x) + C)0 = F 0(x) + C0 = f (x) + 0 = f (x):

Ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, à, çíà÷èò, F (x) + C � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f (x).

Òàêèì îáðàçîì, x2

2 + C � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ x.

11.2.2 Ïîíÿòèå î íåîïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå.

Îïðåäåëåíèå 11.2.1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ F (x)+ C ôóíê-
öèè f (x) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îáîçíà÷àåòñÿ

R
f (x) dx,

ãäå
R

íàçûâàåòñÿ çíàêîì èíòåãðàëà, f (x)dx � ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæå-
íèåì, f (x) � ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé, dx � äèôôåðåíöèàë èíòåãðè-
ðóåìîé ôóíêöèè / ïåðåìåííîé.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ôîðìóëà: åñëè F (x) � êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîá-
ðàçíàÿ ôóíêöèè f (x), òî

Z
f (x) dx = F (x) + C: (11.2)

Íàïðèìåð, Z
x dx =

x2

2
+ C:

Îïðåäåëåíèå 11.2.2. Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà íàçûâàåòñÿ èí-
òåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè.

11.2.3 Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

Êàê è äëÿ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ ñóùåñòâóåò ò àáëè-
öà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ, ïðåäñòàâëåííàÿ â òàáëèöå 11.1.

Òàáëèöà 11.1: Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ

Ôóíêöèÿ, f (x) Èíòåãðàë,
R

f (x) dx, C � const

1 x + C

k; k = const kx + C

xn ; n 2 Z; n 6= � 1 xn +1

n+1 + C

1p
x 2

p
x + C

sinx � cosx + C

cosx sinx + C

1
cos2 x tg x + C

1
sin2 x � ctg x + C

Íàïðèìåð,
R

dx = x + C, à
R

1p
x dx = 2

p
x + C.

Ê ñîæàëåíèþ, íå âñå îñíîâíûå ôóíêöèè íàì ñåé÷àñ èçâåñòíû, à, çíà-
÷èò, òàáëèöà 11.1 ñîäåðæèò íåïîëíûå äàííûå. Áîëåå ïîëíóþ òà áëèöó
ñìîòðèòå â ïðèëîæåíèè 7.
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Çàäàíèÿ:
Íàéäèòå èíòåãðàëû:

311.
R

x3 dx 312.
R

x2 dx 313.
R

3x dx 314.
R

x � 2 dx

315.
R

x � 5 dx 316.
R

x10 dx 317.
R

1
2
p

x dx 318.
R

sinx dx

11.3 Ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ.

Èç ôîðìóëû (11.1) ñëåäóåò îñíîâíîå ñâîéñòâî íåîïðåäåë¼ííî ãî èíòå-
ãðàëà: � Z

f (x) dx
� 0

= f (x): (11.3)

Ïåðâîå ñâîéñòâî: Åñëè k � const, òî
Z

kf (x) dx = k
Z

f (x) dx: (11.4)

Èíûìè ñëîâàìè, ïîñòîÿííóþ ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà.
Íàïðèìåð, Z

2
p

x
dx = 2

Z
1

p
x

dx = 4
p

x + C:

Âòîðîå ñâîéñòâî: Åñëè f (x) è g(x) � èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè, òî
Z

(f (x) � g(x)) dx =
Z

f (x) dx �
Z

g(x) dx: (11.5)

Èíûìè ñëîâàìè, èíòåãðàë îò ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé ðàâåí ñóììå (ðàçíîñòè) èíòåãðàëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå. Äàííîå ñâîéñòâî ìîæíî ðàñøèðèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî
èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f 1(x); f 2(x); : : : f n (x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z
(f 1(x) � f 2(x) � : : : � f n (x)) dx =

Z
f 1(x) dx �

�
Z

f 2(x) dx � : : : �
Z

f n (x) dx: (11.6)

Íàïðèìåð,
Z

(2 + cosx � sinx) dx =
Z

2 dx +
Z

cosx dx �
Z

sinx dx =
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= 2 + sin x + cosx + C:

Òðåòüå ñâîéñòâî: Åñëè F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f (x), à k è b
� const, ïðè÷¼ì k 6= 0, òîãäà

Z
f (kx + b) dx =

1
k

F (kx + b) + C: (11.7)

Çàìå÷àíèå. Òðåòüå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè äëÿ èíòåãðàëîâ.

Íàïðèìåð,
Z

cos 2x dx =

Çäåñüf (x) = cos x, k = 2, à b = 0. Ïåðâîîáðàçíîé f (x), ñîãëàñíî òàáëè-
öå 11.1, áóäåòF (x) = sin x, òîãäà ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (11.7), ïîëó÷èì

=
1
2

sin 2x + C:

Çàäàíèÿ:
Íàéòè èíòåãðàëû:

319.
R�

x2 � 2x + 1p
x

�
dx 320.

R
(2x � 1) dx

321.
R

(4x � 5 cosx) dx 322.
R

(cosx � sinx) dx

323.
R�

1
cos2 x � 1

sin2 x

�
dx 324.

R�
x2 � 1 + 2p

x

�
dx

325.
R�

cosx + 1
sin2 x

�
dx 326.

R�
sinx � 1

sin2 x

�
dx

327.
R

(x2 � 2x + 1) d x 328.
R

(2x � 2) dx

329.
R

(x3 � 5x2 � 10x + 1) d x 330.
R

(cosx � 2) dx

331.
R

(cos 2x � sin 2x) dx 332.
R�

1p
2x

� cosx
�

dx

333.
R

(x � 1)2 dx 334.
R

(2(x � 2)2 � (2x � 3)3) dx

335.
R

(sin x � 1)2 dx 336.
R �

cos 3x � 1
cos2 3x

�
dx
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337.
R �

2x � 1
sin2 4x

�
dx 338.

R �
1

sin2 x � 3
�

dx

339.
R�

3x � 1
cos2 4x

�
dx 340.

R
(cos 4x � 1

sin2 2x) dx

341.
R

(3 cos 3x � 1) dx 342.
R

(cos 2x � sin 4x) dx

343.
R�

2p
7x

� cos 3x
�

dx 344.
R�

2 � 2p
5x

�
dx

345.
R�

1
5
p

x � 2p
2x

�
dx 346.

R
1

cos2(10x� 1) dx

Íàéòè èíòåãðàëû ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè:

347.
R

�
1

cos2 (3x� �
4 ) � 1

sin2 (4x� �
3 )

�
dx

348.
R�

cos
�
4x � �

8

�
� sin

�
2x � �

8

��
dx

349.
R

�
1p

5x� 2� 1
sin 2 (3x � �

8 )
+ 1

cos2 (2x+ �
3 )

�
dx

350.
R�

1p
2x� 8

� 1p
2� 2x

+ 1p
3x� 3

�
dx

11.4 Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

Îïðåäåëåíèå 11.4.1. Ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé
íåîòðèöàòåëüíîé íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèè f (x), îòðåçêîì [a; b] è ïðÿ-
ìûìè x = a è x = b, íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé.

Ðèñ. 11.1: Ïðèìåð íà îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé
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Íàïðèìåð, íà ðèñóíêàõ 11.1 à è â èçîáðàæåíû êðèâîëèíåéíûå òð àïå-
öèè. Ôèãóðû æå, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñóíêàõ 11.1 á è ã, êðèâîëèíåéíûìè
òðàïåöèÿìè íå ÿâëÿþòñÿ.

Ïóñòü íàì äàíà íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíê-
öèÿ f (x), òîãäà ðàçîáü¼ì îòðåçîê [a; b] íà n ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ òî÷êàìè

a = x0 < x 1 < x 2 < : : : < x i < : : : < x n = b:

Îáîçíà÷èì çà � x i = x i +1 � x i ; 8i = 0; 2; : : : ; n � 1 äëèíó êàæäîãî òàêîãî
÷àñòè÷íîãî îòðåçêà, à çà � � íàèáîëüøåå èç � x i ; 8i = 0; : : : ; n � 1.

Âûáåðåì íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå [x i ; x i +1 ] ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
� i è ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíèêè, ñîâïàäàþùèå îäíîé ñòîðîíîé ñ ÷à ñòè÷-
íûìè îòðåçêàìè, à äðóãàÿ èõ ñòîðîíà ðàâíà f (� i ) (8i = 0; : : : ; n � 1).
Òîãäà íàøà êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ áóäåò òàê èëè èíà÷å îêðóæ åíà ýòè-
ìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 11. 2.

Ðèñ. 11.2: Ðàçáèåíèå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

Ðàññìîòðèì i -ûé ïðÿìîóãîëüíèê (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòè÷íîìó
îòðåçêó [x i ; x i +1 ]; 8i = 0; : : : ; n � 1). Åãî ïëîùàäü � i âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

� i = f (� i )� x i :

Ñóììó ïëîùàäåé âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îáîçíà÷èì çà � , òîãäà

� = f (� 0)� x0 + f (� 1)� x1 + : : : + f (� n� 1)� xn� 1: (11.8)

Òåïåðü åñëè ìû óìåíüøèì êàæäîå � x i òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
êàæäûìè x i -ìè áóäåò î÷åíü ìàëî ( èíûìè ñëîâàìè, åñëè ìû óñòðåìèì � ê
0), òî ñóììà � áóäåò ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàòü ñ ïëîùàäüþ êðèâîëèíåéíîé
òðàïåöèè, ò.å.

S = lim
� ! 0

�: (11.9)
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11.5 Èíòåãðàë. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

11.5.1 Ïîíÿòèå îá îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå.

Äàâàÿ îïðåäåëåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ìû áóäåì îïèðàò üñÿ íà
ïðåäûäóùèé ïóíêò 11.4.

Îïðåäåëåíèå 11.5.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñóììû � ïðè
� ! 0, íå çàâèñÿùèé íè îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a; b] íà ÷àñòè÷-
íûå îòðåçêè, íè îò âûáðàííûõ òî÷åê � i , òî îí íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííûì

èíòåãðàëîì â ïðîìåæóòêå îò a äî b è îáîçíà÷àåòñÿ
bR

a
f (x) dx.

Òî åñòü, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

bZ

a

f (x) dx = lim
� ! 0

(f (� 0)� x0 + f (� 1)� x1 + : : : + f (� n� 1)� xn� 1): (11.10)

Ñèìâîë
bR

a
f (x) dx ÷èòàåòñÿ òàê: �èíòåãðàë îòa äî b f (x)dx�, à a è b

íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ .
Ñóììà � íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ñóììîé â ÷åñòü âåëèêîãî íåìåöêîãî

ìàòåìàòèêà Áàðíãàðäà Ðèìàíà (1826 � 1866).

Îïðåäåëåíèå 11.5.2. Åñëè ïðåäåë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (11.10), ñó-
ùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a; b].

11.5.2 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Âû÷èñëÿòü îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ïî îïðåäåëåíèþ, òî åñòü ïî ôîð-
ìóëå (11.10), äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Íî åñòü ñïîñîá, êîòîðûé îá ëåã÷àåò åãî
íàõîæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ó íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèè f (x) åñòü
ïåðâîîáðàçíàÿ F (x), òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

bZ

a

f (x) dx = F (x)jba = F (b) � F (a): (11.11)

Íàïðèìåð, íàéòè èíòåãðàë:
2Z

1

2x dx =
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Äåéñòâóåì êàê è ñ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì. Ëèøü òîëüêî ïî ëàãàÿ
C = 0.

= 2

2Z

1

x dx = 2 �
x2

2

�
�
�
�

2

1

= x2
�
�2

1
=

Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x âåðõíèé ïðåäåë ìèíóñ ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x
íèæíèé ïðåäåë.

= 2 2 � 12 = 4 � 1 = 3:

Çàäàíèÿ:
Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

351.
1R

0

1
2
p

x dx 352.
2R

0
x2 dx

353.
2R

1
(2x � 1) dx 354.

�R

�
2

sinx dx

355.
1R

0

�
x2 � 2x + 1p

x

�
dx 356.

2�R

�
cosx dx

357.
1R

0
(26x � 1) dx 358.

2R

� 2
(x2 � 2x) dx

359.
5R

� 3
(x � 20) dx 360.

1R

0
(5x � x2) dx

361.
1R

� 1

�
1

x2 + 2x
�

dx 362.
3R

� 1

1
x3 dx

363.

�
2R

0
(cosx � sinx) dx 364.

�
4R

0

1
cos2 x dx

365. �

2�
3R

�
2

1
sin2 ( 3x

2 � �
4 ) dx

11.6 Ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëà.

Íàõîæäåíèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ìåòîäîì, èçëîæ åí-
íûì â ïóíêòå 11.4, î÷åíü ñëîæíî. Îäíàêî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ï ðåäåë,
ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (11.9), ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì, ñòîÿùè ì â ïðàâîé
÷àñòè (11.10), òî íàõîæäåíèå ïëîùàäè çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ñÿ. Ñïðà-
âåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.2. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà
îòðåçêå [a; b], òî ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè
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âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S =

bZ

a

f (x) dx: (11.12)

Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ìû áóä åì
óñëîâíî äåëèòü íà 4 òèïà. Ðàññìîòðèì êàæäûé òèï ïîäðîáíåå.

11.6.1 Ïåðâûé òèï: êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ çàäàíà
ÿâíî.

Òîãäà ñðàçó ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (11.12).
Íàïðèìåð, íàéòè ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷å ííîé

ãðàôèêîì ôóíêöèè y = 4 � (x � 2)2, îòðåçêîì [1; 3] è ïðÿìûìè x = 1 è
x = 3. Íàðèñóåì ýòó êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ.

Ðèñ. 11.3: Îáëàñòü

Íàéä¼ì ïëîùàäü ýòîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

S =

3Z

1

�
4 � (x � 2)2

�
dx =

3Z

1

4 dx �

3Z

1

(x � 2)2 dx = 4xj31 �
(x � 2)3

3

�
�
�
�

3

1

=

= 4(3 � 1)�
1
3

�
(3 � 2)3 � (1 � 2)3

�
= 4 �2�

1
3

�
(1)3 � (� 1)3

�
= 8 �

1
3

(1+1) =
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= 8 �
2
3

= 7
1
3

(êâ. åä.)

11.6.2 Âòîðîé òèï: êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ çàäàíà
íåÿâíî.

Ó ýòîãî ñëó÷àÿ îáû÷íî íå çàäà¼òñÿ èëè çàäà¼òñÿ ÷àñòè÷íî îòðåçîê,
íà êîòîðîì íåîáõîäèìî íàéòè ïëîùàäü, à çàäà¼òñÿ ëèøü óñëîâè å y = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) è y = 0.
Ýòè òî÷êè è áóäóò òî÷êàìè a è b.

Íàïðèìåð, íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôó íê-
öèé y = 1 � x2 è y = 0.

Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñò è ôóíê-
öèé.

1 � x2 = 0

x2 = 1

x = � 1

Òàêèì îáðàçîì, a = � 1, à b= 1. Íàðèñóåì ýòó êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ.

Ðèñ. 11.4: Îáëàñòü
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Íàéä¼ì ïëîùàäü ýòîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

S =

1Z

� 1

�
1 � x2

�
dx =

1Z

� 1

dx �

1Z

� 1

x2 dx = xj1� 1 �
x3

3

�
�
�
�

1

� 1

=

= (1 � (� 1)) �
1
3

�
13 � (� 1)3

�
= 2 �

1
3

(1 + 1) = 2 �
2
3

= 1
1
3

(êâ. åä.)

11.6.3 Òðåòèé òèï: ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé
ïåðåñå÷åíèåì äâóõ íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ôóíêöèé.

Ýòà ôèãóðà íå áóäåò êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé. Îäíàêî, ïëîùà äü
ýòîé ôèãóðû áóäåò íàõîäèòñÿ êàê ðàçíîñòü ïëîùàäåé êðèâîëèí åéíûõ
òðàïåöèé, îãðàíè÷åííûõ âåðõíåé ôóíêöèåé è y = 0 (Sâô ), è íèæíåé
ôóíêöèåé è y = 0 (Síô ), ò.å.

S = Sâô � Síô : (11.13)

Íàïðèìåð, íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ôóíêöèÿìè y =
x + 6 è y = x2.

Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ãðàôèêîâ:

x2 = x + 6

x2 � x � 6 = 0

Ïî òåîðåìå Âèåòà (ñì. òåîðåìó 7.1),

x1 = � 2; x2 = 3:

Òî åñòü,a = � 2; b= 3. Èçîáðàçèì ôèãóðó:
Òàêèì îáðàçîì, âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ � y = x + 6, à íèæíÿÿ � y = x2.

Äàëåå, íàéä¼ì Sâô è Síô ïî âòîðîìó òèïó.

Sâô =

3Z

� 2

(x + 6) d x =

3Z

� 2

x dx +

3Z

� 2

6 d =
x2

2

�
�
�
�

3

� 2

+ 6xj3� 2 = 32; 5 (êâ.åä.)

Síô =

3Z

� 2

(x2) dx =
x3

3

�
�
�
�

3

� 2

=
35
3

(êâ.åä.)

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå â (11.13) è ïîëó÷èì:

S = 32; 5 �
35
3

=
125
6

(êâ.åä.)
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Ðèñ. 11.5: Ôèãóðà

11.6.4 ×åòâ¼ðòûé òèï: ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèåé (ôóíêöèÿìè), íå óäîâëåòâîðÿ-
þùåé (-èìè) óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïëîùàäü òàêîé ôèãóðû íóæíî ñèììåòðè÷í î
îòíîñèòåëüíî îñè Oy îòîáðàçèòü îáëàñòü, íàéòè ïëîùàäü îòîáðàæ¼ííîé
îáëàñòè. Ýòà ïëîùàäü è áóäåò èñêîìîé ïëîùàäüþ.

Íàïðèìåð, íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôó íê-
öèé y = x2 � 1 è y = 0.

Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé:

x2 � 1 = 0:

x = � 1;

ò.å.a = � 1, à b= 1. Íà÷åðòèì îáëàñòü.
Ñèììåòðè÷íî îòîáðàçèì îáëàñòü. Ïîëó÷èòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ ò ðàïå-

öèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = � x2 + 1 = 1 � x2 è y = 0,
èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå 11.4. Ýòî çàäà÷à íà íàõîæäåíèå êðèâ îëèíåé-
íîé òðàïåöèè âòîðîãî òèïà. Ìû å¼ óæå ðåøàëè. Îòâåò áûë òàêîé: S =
11

3 (êâ. åä.). Çíà÷èò, ïëîùàäü èñêîìîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà:

S = 1
1
3

(êâ. åä.):
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Ðèñ. 11.6: Ôèãóðà

Çàäàíèÿ:
Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíêöèé:

366. y = x2 + 1; x = � 1; x = 1 367. y = sin x; x = �
4 ; x = �

3

368. y = tg x; x = 0; x = �
4 369. y = x3 + 1; x = 0; x = 2

370. y = 1
x2 ; x = 1; x = 2 371. y = 2x � x2; y = 0

372. y = 3 � x2; y = 0 373. y = 4 � x2; y = 0

374. y = 4x � x2; y = 0 375. y = 6x � x2; y = 0

376. y = x + 1; y � 1 � x; x = 3 377. y = x2; y = x; x � 0

378. y = 1 � x2; y = 1
2 379. y = 9 � x2; y = 5

380. y = 3x2; y = 3 381. y = � x2; y = � 4

382. y = � 2x2; y = � 2

383. y = � x2 � 2; y = 0; x = � 1; x = 1

384. y = x � 1; y = 0; x = 0

385. � y = 2x2; y = � 2x2; x = 0; x = 2
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11.7 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Íàéäèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:

(a)
R�

6x5 + 3x2 � 2p
x

�
dx;

(b)
R �

3x2 + 4x3 � 2
x5

�
dx;

(c)
R

(8(2x + 3) 4 + 5) d x.

2. Íàéäèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:
3R

1

�
12x3 + 2p

2x� 2

�
dx.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 32x � 12x2

è y = 0, ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàâ ðèñóíîê.



Ãëàâà 12

Ïîêàçàòåëüíàÿ è
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè.

12.1 Êîðåíü n-íîé ñòåïåíè è åãî ñâîéñòâà.

12.1.1 Ïîíÿòèå êîðíÿ n-îé ñòåïåíè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

x2 � a = 0;

ãäåa � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ðåøàòü òàêèå óðàâíåíèÿ ìû óæå óìååì:

x2 = a;

x = �
p

a:

À ñìîæåì ëè ìû ðåøèòü óðàâíåíèå âèäà

x3 � a = 0

èëè áîëåå îáùåå
xn � a = 0: (12.1)

Î÷åâèäíî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåøåíèÿ áóäóò êàê-òî ñ âÿ-
çàíû ñ êîðíåì. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå

x4 � a = 0

ìîæíî ïîïðîáîâàòü ðåøèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x4 = a;

206
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x2 = �
p

a;

x = �
q

�
p

a;

x = �
q p

a:

Îäíàêî, òàêèì ìåòîäîì ðåøàòü òàêèå óðàâíåíèÿ êðîìå òîãî, ÷ò î íå óäîá-
íî, òàê åù¼ è íå âñÿêîå óðàâíåíèÿ âèäà (12.1) ìîæíî ðåøèòü. Ñë åäóþùåå
ïîíÿòèå ïîìîæåò íàì ðåøàòü óðàâíåíèÿ âèäà (12.1).

Îïðåäåëåíèå 12.1.1. Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì n-îé ñòåïåíè ÷èñëà a
íàçûâàåòñÿ òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî b, n-àÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà
a, ò.å.bn = a.

Êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç ÷èñëà a îáîçíà÷àåòñÿ n
p

a, ãäå çíàê p íàçûâà-
þò ðàäèêàëîì, n � ïîêàçàòåëåì êîðíÿ, à a � ïîäêîðåííûì âûðàæåíèåì.

Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî x 2 R âåðíî

n
p

xn =

8
><

>:

jxj; n � ÷¼òíîå ;

x; n � íå÷¼òíîå :
(12.2)

Óòâåðæäåíèå. Åñëè x > 0, òî

n
p

� x =

8
><

>:

íåò ðåøåíèé ; n � ÷¼òíîå ;

� n
p

x; n � íå÷¼òíîå :
(12.3)

Óòâåðæäåíèå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîðåíü ïåðâîé ñòåïåíè èç ÷èñëà a ðà-
âåí ñàìîìó ÷èñëó a; êîðåíü âòîðîé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì
êîðíåì èç ÷èñëà a è îáîçíà÷àåòñÿ

p
a; êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç ÷èñ-

ëà a íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì êîðíåì.

Íàïðèìåð, 4
p

16 = 2, òàê êàê24 = 16.
Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (12.1). Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùå å óòâåð-

æäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè n � ÷¼òíî, òî óðàâíåíèå (12.1) èìååò: 2 ðåøåíèÿ
x = � n

p
a, åñëèa > 0, 1 ðåøåíèå x = 0, åñëèa = 0, è íå èìååò ðåøåíèé,

åñëèa < 0. Åñëè æå n � íå÷¼òíî, òî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò 1 ðåøåíèå
x = n

p
a.
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Íàïðèìåð, ðåøèì äâà óðàâíåíèÿ: 1) x4 = 16; 2) x3 = � 8.
1) n = 4 � ÷¼òíîå, a = 16 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ó íàñ 2 ðåøåíèÿ:

x = � 4
p

16 = � 2:

2) n = 3 � íå÷¼òíîå, ñëåäîâàòåëüíî, ó íàñ 1 ðåøåíèå:

x = 3
p

� 8 =

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (12.3):

= � 3
p

8 = � 2:

12.1.2 Ñâîéñòâà êîðíÿ n-îé ñòåïåíè.

Ïóñòü n 2 N; k 2 Z; 8a; bja > 0; b > 0, òîãäà

10. n
p

a � b= n
p

a � n
p

b;

20. n
p a

b =
np a
np b

; b6= 0;

30. n
p

k
p

a = nk
p

a; k > 0;

40. n
p

a = nk
p

ak ; ;

50. n
p

ak = ( n
p

a)k ;

60. åñëè0 � a � b, òî n
p

a � n
p

b.

Íàïðèìåð,
1) 3

p
216 = 3

p
8 � 27 = 3

p
8 � 3

p
27 = 2 � 3 = 6;

2) 4

q
16
81 =

4p 16
4p 81

= 2
3;

3)
p

3
p

64 = 6
p

64 = 2;
4) 3

p
2 = 3�2

p
22 = 6

p
4;

5) 3
p

23 =
�

3
p

2
� 3

= 2;
6) 3

p
2 < 3

p
3, ò.ê. 2 < 3.

Âàæíî. Ñðàâíèâàòü êîðíè ìîæíî ëèøü òîëüêî îäíîé ñòåïåíè.

Íàïðèìåð, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü êîðíè

5
p

15 è 10
p

224;
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ñíà÷àëà ïðèä¼òñÿ ïðèâåñòè èõ ê îäíîìó ïîêàçàòåëþ. Çäåñü óäî áíî ðàñ-
ñóæäàòü, êàê ñ äðîáÿìè: íóæíî ïðèâåñòè ê îáùåìó ìíîæèòåëþ è â îçâå-
ñòè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèÿ â äîïîëíèòåëüíûå ìíîæèòåëè. Íàï ðèìåð, ó
5 è 10 îáùèé ìíîæèòåëü � 10.

5
p

15 = 10
p

152 = 10
p

225

Òàêèì îáðàçîì,

10
p

225> 10
p

224; ò.ê. 225> 224

Òî åñòü
5
p

15 > 10
p

224;

Çàäàíèÿ:
Íàéòè êîðíè:

386. 8
p

8 387. 4
p

64 388. 4
p

� 81

389. 3
p

� 125 390. 8
p

256 391. 3
p

4096

Ðåøèòü óðàâíåíèå:

392. x2 � 4 = 0 393. x5 + 3125 = 0 394. x4 � 4096 = 0

395. x3 + 2197 = 0 396. x9 � 387420489 = 0 397. x10 � 1024 = 0

Óïðîñòèòå:

398. 3
p

a3b6 399. 5

q
a10

b5

400. 3
p

2 � 6
p

1024 401. 5
p

3 � 10
p

6718464

Ñðàâíèòå êîðíè:

402. 3
p

2 è 9
p

125 403. 4
p

3 è 5
p

30 404.
p

21 è 3
p

201

12.2 Èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.2.1. Óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå êîðåíü èç íåèçâåñòíîé
ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå
p

2x � 2 = 0 ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì, à óðàâ-
íåíèå

p
2 � x � 2 = 0 � íåò.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:

1. ïåðåíîñèì âñ¼, ÷òî íå ñîäåðæèò êîðíè, â ïðàâóþ ÷àñòü; åñëè êîðíåé
äâà, òî ðàçäåëÿåì êîðíè (ò.å. îäèí êîðåíü îñòàâëÿåì â ëåâîé ÷ àñòè,
à äðóãîé ïåðåíîñèì â ïðàâóþ);

2. ïðèâîäèì êîðíè ê îäíîìó ïîêàçàòåëþ;

3. âîçâîäèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â ñòåïåíü ïîêàçàòåëÿ êîðíÿ;

4. ðåøàåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå;

5. ïðîâåðÿåì êîðíè.

Íàïðèìåð, ðåøèòü óðàâíåíèå:

3
p

x + 2 � 8 = 0:

Ïåðåíåñ¼ì 8 â ïðàâóþ ÷àñòü:

3
p

x + 2 = 8 :

Âîçâåä¼ì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â3-þ ñòåïåíü.
�

3
p

x + 2
� 3

= 8 3:

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:
x + 2 = 512:

Ðåøàåì åãî:
x = 510:

Ïðîâåðèì êîðåíü:

3
p

510 + 2 � 8 = 3
p

512� 8 = 8 � 8 = 0:

Çíà÷èò, x = 510 � ðåøåíèå.
Ðåøèì åù¼ îäíî óðàâíåíèå:

3
p

x � 6
p

2x � 1 = 0:

Ðàçäåëèì êîðíè:
3
p

x = 6
p

2x � 1:

Âîñïîëüçóåìñÿ 40-ûì ñâîéñòâîì:

3�2
p

x2 = 6
p

2x � 1;
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6
p

x2 = 6
p

2x � 1:

Âîçâåä¼ì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â6-þ ñòåïåíü.
�

6
p

x2
� 6

=
�

6
p

2x � 1
� 6

:

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:
x2 = 2x � 1

Ðåøàåì åãî:
x2 � 2x + 1 = 0

Çàìå÷àåì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

(x � 1)2 = 0;

x = 1

Ïðîâåðèì êîðåíü:

3
p

1 � 6
p

2 � 1 � 1 = 1 � 1 = 0:

Çíà÷èò, x = 1 � ðåøåíèå.
Ïðîâåðêà (ò.å. 5-å äåéñòâèå â àëãîðèòìå) ïðîñòî íåîáõîäèìà â ñèëó

òîãî, ÷òî èíîãäà ïîëó÷àþòñÿ �ëèøíèå� êîðíè. Íàïðèìåð, ó óðà âíåíèÿ
p

x � 1 =
p

2x

íåò ðåøåíèÿ, òàê êàê

� p
x � 1

� 2
=

� p
2x

� 2
;

x � 1 = 2x;

x = � 1:

Ïðîâåðèì êîðåíü: p
� 1 � 1 =

p
2 � (� 1);

p
� 2 =

p
� 2:

È õîòÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâî âåðíîå, íî
p

� 2 íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ó
óðàâíåíèÿ íåò ðåøåíèÿ.

Ñóùåñòâóþò è áîëåå ñëîæíûå èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòî ðûå
ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ïðèìåíèâ åãî íåñêîëüêî ðà ç. Íà-
ïðèìåð, p

x �
p

x � 2 = 1:
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Ðàçäåëèì êîðíè: p
x =

p
x � 2 + 1:

Âîçâåä¼ì â êâàäðàò:

� p
x
� 2

=
� p

x � 2 + 1
� 2

;

x =
� p

x � 2
� 2

+ 2
p

x � 2 + 1;

x = x � 2 + 2
p

x � 2 + 1;

2
p

x � 2 = 1:

Ïîëó÷àåì èððàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå:
p

x � 2 = 0; 5:

Âîçâåä¼ì â êâàäðàò:
x � 2 = 0; 25;

x = 2; 25:

Ïðîâåðèì êîðåíü:
p

2; 25�
p

2; 25� 2 = 1;

1; 5 � 0; 5 = 1

1 � 1:

Íå âñå èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ àëãî -
ðèòìà. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìå ííîé.
Íàïðèìåð, ðåøèì óðàâíåíèå:

3
p

x � 5 6
p

x + 6 = 0 :

Îáîçíà÷èì çà t = 6
p

x, òîãäà 3
p

x = t2, òàê êàê( 6
p

x)2 = 6
p

x2 = 3�2
p

x2 =
3
p

x. Ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå:

t2 � 5t + 6 = 0 :

Ïî òåîðåìå Âèåòà (ñì. òåîðåìó 7.1):

t1 = 2; t2 = 3:

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì:

6
p

x = 2; 6
p

x = 3:
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Ðåøàåì èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ:

x = 2 6; x = 3 6:

x = 64; x = 729:

Ïðîâåðèì êîðíè:

x = 64 : 3
p

64� 5 6
p

64 + 6 = 4 � 5 � 2 + 6 = 10 � 10 = 0:

x = 729 : 3
p

729� 5 6
p

729 + 6 = 9 � 5 � 3 + 6 = 15 � 15 = 0:

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: x1 = 64; x2 = 729.
Çàäàíèÿ:
Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

405. 3
p

x � 2 = 2 406. 4
p

x2 � 1 = 0

407. 3
p

x � 1 � 3
p

x = 0 408. 4
p

x � 1 � 8
p

2x = 0

409. 3
p

x � 1 � 3
p

2x � 2 = 0 410. 3
p

x � 1 � 2 = 0
Ðåøèòü óðàâíåíèÿ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè:

411.
p

x � 1 �
p

x + 2 + 5 = 0 412.
p

x � 3 �
p

x + 4 + 10 = 0

413.
p

x �
p

x � 1 � 1 414.
p

x � 4
p

x + 2 = 0

415. 5
p

x + 3 10
p

x � 4 = 0 416. 7
p

x + 3 14
p

x + 2 = 0

12.3 Ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì.

12.3.1 Ïîíÿòèå î ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòå-
ëåì.

Ìû óæå çíàêîìû ñî ñòåïåíüþ ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì n. Îíà çàäà¼òñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

an :=

8
>>>>><

>>>>>:

n ðàç
z }| {
a � a � a � : : : � a; åñëèn > 0;

1; åñëèn = 0;

1
an ; åñëèn < 0:

Ðàñøèðèì òåïåðü ïîíÿòèå ñòåïåíè è ê ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì.
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Îïðåäåëåíèå 12.3.1. Ñòåïåíüþ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a ñ ðàöèîíàëü-
íûì ïîêàçàòåëåì r = m

n , ãäåm � öåëîå ÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå, ïðè÷¼ì
n > 1, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî n

p
am , ò.å.

a
m
n = n

p
am : (12.4)

Íàïðèìåð,

2
1
2 =

p
2; 3

3
4 = 4

p
33 = 4

p
27; 2

3
2 =

p
23 =

p
8:

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ar > 0.

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ôîðìû çàïèñè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü m 2 Z; n; k 2 N, òîãäà ñïðàâåäëèâî

mk
nk

=
m
n

:

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ôîðìîé çàïèñè.

Íàïðèìåð, ÷èñëî 1
2 ìîæíî çàïèñàòü êàê 2

4, 3
6, 4

8 è ò.ä. Îòñþäà ñëåäóåò
ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå. ar íå çàâèñèò îò ôîðìû çàïèñè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r .

Íàïðèìåð, 2
1
2 è 2

8
16 � ýòî îäíî è òîæå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå. ×èñëî a, íàçûâàåìîå îñíîâàíèåì ñòåïåíè, äîëæíî âñå-
ãäà áûòü áîëüøå íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî, ÷èñëî a ìîæåò
áûòü îòðèöàòåëüíûì. Ïóñòü, íàïðèìåð, a = � 8; r = 1

3.
Ñ îäíîé ñòîðîíû,

(� 8)
1
3 = 3

p
� 8 = � 3

p
8 = � 2:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâèì ar â äðóãîé ôîðìå:

(� 8)
1
3 = ( � 8)

2
6 = 6

q
(� 8)2 = 6

p
64 = 2:

Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå íàøå óòâåðæäåíèå.
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12.3.2 Ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòå-
ëåì.

Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a; bè ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
r; s âåðíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

10 ar � as = ar + s;

20 ar

as = ar � s;

30 (ar )s = ar �s;

40 (a � b)r = ar � br ;

50
�

a
b

� r
= ar

br ;

60 åñëè0 < a < b , òî

8
><

>:

ar < br ; r > 0;

ar > br ; r < 0;

70 åñëèr > s , òî

8
><

>:

ar > a s; a > 1;

ar < a s; a < 1:

12.3.3 Ïîíÿòèå î ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçà-
òåëåì.

Íàéä¼ì çíà÷åíèå 3
p

2.
Òàê êàê1 <

p
2 < 2, òî

31 = 3 < 3
p

2 < 32 = 9

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì:

31;4 � 4; 6555< 3
p

2 < 31;5 � 5; 1962

31;41 � 4; 707< 3
p

2 < 31;42 � 4; 7570

31;414 � 4; 728< 3
p

2 < 31;415 � 4; 7329

: : :

31;4142135623730950488016887242096� 4; 7288< 3
p

2 <



216 Ãëàâà 12. Ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè.

< 31;4142135623730950488016887242097� 4; 7288

: : :

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

3
p

2 � 4; 728804387837414947894283340416� 4; 7288:

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè ïîíÿòèå ñòåïåíè ñ èððàöèîíàëüíûì ïîêàç àòå-
ëåì.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë åñòü îáúåäèíåíèå
ìíîæåñòâ ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìû îïðåäåëè ëè ïîíÿ-
òèå è ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.

Çàäàíèÿ:
Çàïèøèòå ñòåïåíü â âèäå êîðíÿ:

417. 2
1

13 418. 4
1
8 419. 5

3
8 420. 41;1 421. 3� 0;8

422. 2� 1
2 423. 61;2 424. 3� 2;1 425. 102;3 426. (� 12)1;3

Çàïèøèòå êîðåíü â âèäå ñòåïåíè:

427. 5
p

169 428. 3
p

144 429. 4
p

225 430. 3
p

1024

431.
p

2x 432. 3
p

(� 80)
Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ:

433. (a� b)( a
1
2 + b

1
2 )

a2 � 2ab+ b2 434. x0;5 � y0;5

x0;25 + y0;25 435.
6p x+ 6p y

x+ 3
p

x2y

436. Âû÷èñëèòü: 4
p

3

12.4 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëèâ ïîíÿòèå ñòåïåíè ñ ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòå ëåì,
ìû ìîæåì çàäàòü ôóíêöèþ, ó êîòîðîé íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ á óäåò
ñòîÿòü â ïîêàçàòåëå.

Îïðåäåëåíèå 12.4.1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = ax ,
ãäåa > 0; a 6= 1, íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé ñ îñíîâàíèåì a.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè y = ax :

10 D(y) : x 2 R;

20 E(y) : y 2 (0; + 1 );
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30 ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âñåãäà âîçðàñòàþùåé, åñëèa > 1 è âñåãäà óáûâàþ-
ùåé, åñëè 0 < a < 1;

40 ñîõðàíÿþòñÿ ñâîéñòâà 10 � 70, èçëîæåííûå â ïóíêòå 12.3.2.

Íà ðèñóíêå 12.1 èçîáðàæåíû ñõåìàòè÷åñêèå ãðàôèêè ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè ïðè a > 1 (ïîä áóêâîé à) è ïðè 0 < a < 1 (ïîä áóêâîé á).

Ðèñ. 12.1: Ãðàôèêè ôóíêöèè y = ax
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Çàäàíèÿ:
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè è èññëåäîâàòü åãî:

437. y = 2 x 438. y = 3 x 439. y = 0; 5x

440. y = 6 x 441. y = 4 x � 1 442. y = 3 � 2x

443. y = 5 x + 4 444. y = 3 � x 445. y = 5 � 0; 1x

12.5 Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ.

12.5.1 Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 12.5.1. Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì, åñëè â í¼ì
ñîäåðæèòñÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Íàïðèìåð, 2x = 1, 3x = 4 2x è 5x � 1 = 0 ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëüíûìè
óðàâíåíèÿìè.

Âåñü ñìûñë ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê òîìó , ÷òî
ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì (ò.å., åñëè ñëåâà ñòîèò 2��� , òî è ñïðàâà
äîëæíî ñòîÿòü 2��� ). Êàê òîëüêî ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó âèäó, ñðàçó æå
ìûñëåííî çà÷¼ðêèâàåì îñíîâàíèÿ è ïåðåõîäèì ê ñòåïåíÿì. Ïîë ó÷àåòñÿ
îáû÷íîå óðàâíåíèå, ðåøèâ êîòîðîå, ìû ïîëó÷èì îòâåò.

Íàïðèìåð, ðåøèì óðàâíåíèå

2x = 4:

Çàìå÷àåì, ÷òî
4 = 22

Ïîäñòàâèì âìåñòî ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîå. Áóäåì èìåòü:

2x = 2 2:

Âèäèì, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîêàçàòå ëüíóþ
ôóíêöèþ ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì 2. Ïåðåõîäÿ ê ñòåïåíÿì, ïîëó÷èì
îòâåò:

x = 2:
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Èíîãäà íóæíî ïðèâîäèòü ê îäíîìó îñíîâàíèþ íå òîëüêî ïðàâóþ ÷ àñòü,
íî è ëåâóþ. Íàïðèìåð,

8x =
1

128
128 íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 8, à, çíà÷èò, ïðèâîäèòü ê îñíîâàíèþ 8 íåò

ñìûñëà. Â òàêîì ñëó÷àå íóæíî ïîñìîòðåòü íà òî, ÷òî íàõîäèòñÿ ñ äðóãîé
ñòîðîíû óðàâíåíèÿ. ×àñòî (à â íàìè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðà õ âñåãäà!)
òàì ñòîèò ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé îñíîâàíèå ñàìî ÿ âëÿåòñÿ
ñòåïåíüþ êàêîãî-òî ÷èñëà. Â íàøåì ñëó÷àå, 8 � ýòî 23, ïîýòîìó íóæíî
ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè128ñòåïåíüþ 2 èëè íåò. Äåéñòâèòåëüíî, 128 = 27.
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

�
23

� x
=

1
27

:

Îäíàêî, è ñåé÷àñ â ïðàâîé ÷àñòè íåò ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ñ î ñíî-
âàíèåì 2. Òóò íà ïîìîùü ïðèõîäèò ôîðìóëà (10.13).

23x = 2 � 7

Îòñþäà,
3x = � 7

È îòâåò:

x = �
7
3

:

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé:

2x+2 + 2 x = 10:

Èçëîæåííûé íèæå ìåòîä ñïðàâåäëèâ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ðàç-
íîñòü ìåæäó íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ � êîíå÷íîå
÷èñëî . Íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü â íàøåì ïðèìåðå ðàâíà x +2, à íàèìåíüøàÿ
� x. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé ñò åïåíüþ
ðàâíà 2, ò.å. ÷èñëî.

Âûíåñåì ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ ñ íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ çà ñêîá-
êè, ïîëó÷èì:

2x

�
2x+2

2x
+ 1

�
= 10:

2x
�
22 + 1

�
= 10:

2x � 5 = 10:
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Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà 5, áóäåì èìåòü:

2x = 2:

2x = 2 1:

Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò:
x = 1:

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíî óðàâíåíèå:

16x � 5 � 4x + 4 = 0 :

Â ýòî óðàâíåíèå âõîäÿò äâå ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè : ó
ïåðâîé îñíîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 9, à ó âòîðîé � 3. Îäíàêî, 9 = 32,
ïîýòîìó ïîñëåäíåå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

42x � 5 � 4x + 4 = 0 : (12.5)

Ïîïðîáóåì ðåøèòü òàê, êàê ðåøàëè áû ïðåäûäóùèé ïðèìåð.

4x � (4x � 5) = � 4:

Èòàê, ìû çàøëè â òóïèê. À âñ¼ ïîòîìó, ÷òî ìû çàáûëè ãëàâíîå óñë îâèå
ïðåäûäóùåãî ìåòîäà. Ïðîâåðèì åãî:

2x � x = x:

Ìû ïîëó÷èëè ïåðåìåííóþ, à íå ÷èñëî, êàê òîãî òðåáîâàë ñïîñîá . Ïîýòîìó
è ðåøåíèå íå ïîëó÷èëîñü.

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (12.5). Ïðèìåíèì ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ñâîé-
ñòâî 30 ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì (ñì. ïóíêò 12.3.2), êîò îðîå,
êàê ìû çíàåì, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ëþáóþ ïîêàçàòåëüíóþ ôóí êöèþ.
Ïîëó÷èì:

(4x )2 � 5 � 4x + 4 = 0 :

Ñäåëàåì çàìåíó
t = 4 x ; t > 0:

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, â çàìåíå æåëàòåëüíî óêàçûâàòü îãðàí è÷åíèÿ
íà íîâóþ ïåðåìåííóþ. Èòàê, èìååì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

t2 � 5t + 4 = 0 ;

ðåøàÿ êîòîðîå ïî òåîðåìå Âèåòà (ñì. òåîðåìó 7.1), ïîëó÷èì:

t1 = 1; t2 = 4:
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Îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ. Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê èñõ îäíîé
ïåðåìåííîé:

t1 = 1 ) 4x = 1:

Îòñþäà,
4x = 4 0

è
x1 = 0:

t2 = 4 ) 4x = 4:

Îòñþäà,
x2 = 1:

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí îòâåò:

x1 = 0; x2 = 1:

12.5.2 Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 12.5.2. Íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì, åñëè â
í¼ì ñîäåðæèòñÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Êàê è ó óðàâíåíèé, ñìûñë ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ ñ âî-
äèòñÿ ê òîìó, ÷òî íóæíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðåä ñòàâèòü
â âèäå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì. Êàê ò îëüêî
ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó âèäó, ñðàçó æå ìûñëåííî çà÷¼ðêèâàåì îñí îâàíèÿ
è ïåðåõîäèì ê ñòåïåíÿì. Çíàê æå ìåæäó ñòåïåíÿìè ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäó-
þùåìó ïðàâèëó.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè îñíîâàíèå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè áîëüøå 1, òî
ïðè ïåðåõîäå îò ïîêàçàòåëüíîãî íåðàâåíñòâà ê íåðàâåíñòâó ñ òåïåíåé
çíàê íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ, à åñëè æå ìåíüøå 1, òî ìåíÿåòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíûé.

Äàëüøå ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íîå íåðàâåíñòâî, ðåøèâ êîòîðîå, ìû ï îëó-
÷èì îòâåò.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

2x � 4:

Äàâàéòå ïîñìîòðèì íà ïðàâóþ ÷àñòü. Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå: 4 = 22.
Èñïîëüçóÿ ýòî, íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

2x � 22:
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Èòàê, ñëåâà è ñïðàâà ó íàñ ñòîÿò ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûì îñíîâàí èåì
2, êîòîðîå áîëüøå 1. Ïîýòîìó ìû ìûñëåííî çà÷åðêí¼ì 2 â îñíîâàíèè è
íå ìåíÿÿ çíàê (îñíîâàíèå-òî áîëüøå 1), ïåðåéä¼ì ê ñëåäóþùåìó íåðà-
âåíñòâó ñòåïåíåé:

x � 2:

Îòâåò: x 2 (�1 ; 2]
Ðàññìîòðèì äàëåå åù¼ îäèí ïðèìåð:

8x �
1

128

1
128

= 128� 1

Çàìåòüòå, ÷òî çäåñü áûëà ïðèìåíåíà ôîðìóëà (10.13). 128 íå ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåíüþ 8. Êàê â ïðîøëîì ñëó÷àå, íóæíî ñìîòðåòü, åñòü ëè ÷èñëî, êî-
òîðîå â îäíîé ñòåïåíè äà¼ò 8, à â äðóãîé � 128. Ýòèì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ
÷èñëî 2. Äåéñòâèòåëüíî, 23 = 8, 27 = 128. Èòàê, ïåðåïèøåì ëåâóþ è
ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà â âèäå:

�
23

� x
�

�
27

� � 1

23x � 2� 7:

Îñíîâàíèå ðàâíî 2, ÷òî áîëüøå 1, çíà÷èò çíàê íå ìåíÿåòñÿ.

3x � � 7

x � �
7
3

Îòâåò: x 2 (�1 ; � 7
3]

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð:

0; 1x � 1000:

Äåéñòâóåì àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè, ðàññìîòðåííûìè íàìè ðàí åå:

1000 = 103 =
�

1
10

� � 3

= 0; 1� 3

0; 1x � 0; 1� 3

Îñíîâàíèå ðàâíî 0; 1 ìåíüøå 1, çíà÷èò çíàê ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûé.

x � � 3
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Îòâåò: x 2 [� 3; +1 )
Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû:

2x+2 + 2 x� 1 � 36:

Íàéä¼ì ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ:

x + 2 � (x � 1) = 3;

òî åñòü ÷èñëî. Âûíåñåì ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ ñ íàèìåíüøèì î ñíîâà-
íèåì çà ñêîáêè, ïîëó÷èì:

2x� 1 �
�
23 + 1

�
� 36;

2x� 1 � 9 � 36;

2x� 1 � 4;

2x� 1 � 22:

Îñíîâàíèå ðàâíî 2 > 1, ñëåäîâàòåëüíî, çíàê íå ìåíÿåòñÿ.

x � 1 � 2;

x � 3:

Îòâåò: x 2 (�1 ; 3].
Çàäàíèÿ:
Ðåøèòü ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ:

446. 2x = 128 447.
�

3
4

� x
= 16

9

448. 3x � 1 = 0 449. 3 �
�

4
3

� x
= 4

450. 42x = 8 x� 1 451. 1
2x = 1

8

452. 3x� 1 � 1
3 = 0 453. 5x

3x +1 = 1
5

454. 33x� 1 = 4 3x� 1 455. 52x � 1

7 = 72x � 1

5

456. 3x� 1 + 2 � 3x = 27 457. 52x + 5 2x+1 = 30

458. 2 � 63x� 1 � 4 � 63x + 22 = 0 459. 2x� 2 + 2 x = 20

460. 23� x � 2� x = 7
8 461. 4x � 3 � 2x � 4 = 0

462. 25x + 5 x+1 + 6 = 0 463. 100x � 2 � 10x + 1 = 0

464. 4x � 2x � 2 = 0 465. 2x � (2x + 6) = 8
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Ðåøèòü ïîêàçàòåëüíûå íåðàâåíñòâà:

466. 2x � 128 467.
�

1
3

� 2x
� 3

468.
�

3
4

� 2� x
� 4

3 469.
�

1
2

� x
� 22x� 1

470. 16x � 1 < 0 471. 4x > 2

472. 3x < 1
3 473. 12x � 144> 0

474. 10x + 10 > 0 475. 3x < � 3

476. � 125x > � 25x� 3 477. 3x� 1 � 2 � 3x� 4 < 75

478. 2x� 1 � 2x+1 < � 3 479. 45x+1 � 3 � 45x� 1 > 208

480. 25x � � 52x� 1 > 100 481. 7
1
x +1 � 14� 7

1
x � 1 > 1715

482. � 3x � 2x < 3x� 1 483. �
�

3
4

� x� 1
�

�
3
4

� x
< 0; 25

484. � 22x < 2x 485. � 12x � 12x� 1 + 12x� 2 � 1596

12.6 Ëîãàðèôìû è èõ ñâîéñòâà.

12.6.1 Ïîíÿòèå î ëîãàðèôìå.

Ïðè ðåøåíèè ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ìû ñòàðàëèñü ïðèâåñò è ïî-
êàçàòåëüíûå ôóíêöèè ê îäíîìó îñíîâàíèþ. À ÷òî äåëàòü, åñëè, íàïðè-
ìåð, ïðàâàÿ ÷àñòü íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ñòåïåíè ñ îñíîâàíèåì , ñòîÿùèì
â ëåâîé ÷àñòè? Íàïðèìåð, êàê ðåøèòü óðàâíåíèå 2x = 5? Âåäü5 íå ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ñòåïåíè2-êè! Òóò íà ïîìîùü ïðèõîäèò ëîãàðèôì.

Ïóñòü a > 0, a 6= 1 è b > 0.

Îïðåäåëåíèå 12.6.1. Ëîãàðèôìîì ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ a íàçûâàåòñÿ
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, â êîòîðóþ íóæíî âîçâåñòè ÷èñëî a, ÷òîáû ïîëó÷èòü
÷èñëî b.

Îïðåäåëåíèå 12.6.2. ×èñëî, âûðàæåíèå èëè ôóíêöèÿ, b íàçûâàåòñÿ
ïîäëîãàðèôìè÷åñêèì ÷èñëîì, âûðàæåíèåì èëè ôóíêöèåé.

Ëîãàðèôì ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ a îáîçíà÷àåòñÿ loga b è ÷èòàåòñÿ:
�ëîãàðèôì ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ a� èëè èíîãäà: �ëîãàðèôì b ïî a�.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, log2 4 = 2, òàê êàê 22 = 4. Îòâåòîì íà íàø
çàãàäî÷íûé ïðèìåð 2x = 5 áóäåòx = log2 5.
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Íàãëÿäíî îïðåäåëåíèå ìîæåò âûãëÿäåòü êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí êå 12.2.

Ðèñ. 12.2: Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëåíèÿ ëîãàðèôìà

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.1 (Îñíîâíîå ñâîéñòâî ëîãàðèôìà) . Åñëèb > 0, a > 0, a 6= 1,
òî

aloga b = b: (12.6)

12.6.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ.

Äëÿ ëþáûõ a > 0, a 6= 1, ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ x è y è ëþáîãî
äåéñòâèòåëüíîãî p ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

10 loga 1 = 0;

20 loga a = 1;

30 loga x � y = loga x + loga y;

40 loga
x
y = loga x � loga y;

50 loga xp = p � loga x;

60 logap x = 1
p � loga x.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôîðìóë íàì ïîòðåáóåòñÿ ôîðìóëà ïåð åõîäà
èç îäíîãî îñíîâàíèÿ ê äðóãîìó.
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Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü a > 0, a 6= 1, b > 0, b6= 1 è x > 0, òîãäà ôîðìóëà
ïåðåõîäà îò îñíîâàíèÿ a ê îñíîâàíèþ b ïðèìåò âèä:

loga x =
logb x
logb a

: (12.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåïåðü ýòè ôîðìóëû.
10. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ëîãàðèôìà:

a0 = 1 � 1:

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà 10 äîêàçàíà.
20. Òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ëîãàðèôìà:

a1 = a � a:

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà 20 äîêàçàíà.
30. Ïî îñíîâíîìó ëîãàðèôìè÷åñêîìó ñâîéñòâó,

x = aloga x ; y = aloga y:

x � y = aloga x � aloga y = aloga x+log a y:

Âîçüì¼ì ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ a îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì:

loga x � y = loga aloga x+log a y = loga x + loga y:

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà 30 äîêàçàíà.
Äîêàæåì ñïåðâà 50-å ñâîéñòâî.
50. Ïî îñíîâíîìó ëîãàðèôìè÷åñêîìó ñâîéñòâó (ñì. òåîðåìó 12.1 ) ïå-

ðåïèøåì x â âèäå
x = aloga x :

Âîçâåä¼ì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â ñòåïåíüp.

xp =
�
aloga x

� p
= ap�loga x :

Âîçüì¼ì ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ a îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì:

loga xp = loga ap�loga x = p � loga x:

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà 50 äîêàçàíà.
40.

loga
x
y

= loga x � y� 1 = ( ïî ñâ-âó 30) = log a x + loga y� 1 = ( ïî ñâ-âó 50) =
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= loga x + ( � 1) � loga y = loga x � loga y:

60. Ïåðåéä¼ì îò îñíîâàíèÿ ap ê îñíîâàíèþ a ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (12.7).

logap x =
loga x
loga ap

= ( ïî ñâ-âó 50) =
loga x

p � loga a
= ( ïî ñâ-âó 20) =

loga x
p

:

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà 60 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
1. Íàéòè ëîãàðèôì:

log3
1
81

= log3 81� 1 = log3 3� 4 = ( ïî ñâ-âó 50) = � 4 � log3 3 = � 4

2. Óïðîñòèòü:

log2 36� 2
log2 243

= ( ïî ñâ-âó 20) =
log2 36� 2 � log2 2

log2 243
= ( ïî ñâ-âó 50) =

=
log2 36� log2 22

log2 243
=

log2 36� log2 4
log2 243

= ( ïî ñâ-âó 30) =
log2

36
4

log2 243
=

=
log2 9

log2 243
=

log2 32

log2 35
= ( ïî ñâ-âó 50) =

2 � log2 3
5 � log2 3

=
2
5

= 0; 4:

3. Íàéòè ëîãàðèôì:

log8 4 = log23 22 = ( ïî ñâ-âó 50) = 2 � log23 2 = ( ïî ñâ-âó 60) =
2
3

� log2 2 =

= ( ïî ñâ-âó 20) =
2
3

� 1 =
2
3

:

Çàäàíèÿ:
Íàéòè ëîãàðèôìû:

486. log5 125 487. log3 81 488. log2 1024

489. log6 36 490. log8 4096 491. log7 16807

492. log2
1
64 493. log4 1024 494. log15 225

495. log2 128 496. log 6 1
36 497. log3

1
89 � log2 256

498. log64 8 499. log128 4 500. log625 125

501. log36 6 502. log 816 503. log3
4

4
3
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Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

504. log2 5
log2 100� 2 505. log3 2+log 3 4

log3 20736� 4

Ðåøèòå óðàâíåíèå:

506. 2x = 15 507. 5x� 1 = 2 508. 72x� 1 = 3

509. 6
x
3 = 3 510. 3 � 31� x = 1 511. 1

2 � 9x = 1

12.7 Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

12.7.1 Ïîíÿòèå î ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ïóñòü a > 0, a 6= 1.

Îïðåäåëåíèå 12.7.1. Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = loga x, íàçûâà-
åòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ îñíîâàíèåì a.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè y = loga x:

10 D(y) : x 2 (0; + 1 );

20 E(y) : y 2 R;

30 ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âñåãäà âîçðàñòàþùåé, åñëèa > 1 è âñåãäà óáûâàþ-
ùåé, åñëè 0 < a < 1.

Ðèñ. 12.3: Ãðàôèê ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè

Ãðàôèê ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ñ îñíîâàíèåì a > 1 ïðåäñòàâëåí
íà ðèñóíêå 12.3 (à), à ñ îñíîâàíèåì 0 < a < 1 � íà ðèñóíêå 12.3 (á).
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Íàïðèìåð, íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:

y = log3 (169� x2):

Î÷åâèäíî, ïîäëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü áîëüøå í óëÿ.
Áîëüøå îãðàíè÷åíèé íåò.

D(y) : 169� x2 > 0;

x2 < 169;

jxj < 13:

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò:

x 2 (� 13; 13):

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð: íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê öèè

y = log2x
1 � x2

x + 1
:

Âî-ïåðâûõ, çäåñü ïîäëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü á îëü-
øå íóëÿ. Âî-âòîðûõ, îñíîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè äîë æíî áûòü
áîëüøå íóëÿ. À â-òðåòüèõ, îñíîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêö èè äîëæíî
áûòü íå ðàâíî åäèíèöå, ò.å. ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

D(y) :

8
>>>>><

>>>>>:

1� x2

x+1 > 0;

2x > 0;

2x 6= 1;

8
>>>>><

>>>>>:

(1� x)(1+ x)
x+1 > 0;

x > 0;

x 6= 0; 5;
8
>>>>><

>>>>>:

1 � x > 0;

x > 0;

x 6= 0; 5;
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8
>>>>><

>>>>>:

x < 1;

x > 0;

x 6= 0; 5;

Èòàê, ïîëó÷àåì îáëàñòü, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå 12.4.

Ðèñ. 12.4: Îáëàñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò:

x 2 (0; 0; 5) [ (0; 5; 1):

Çàìå÷àíèå. Ãðàôèêè ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ñ îä-
íèì îñíîâàíèåì ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Ðèñ. 12.5: Ñèììåòðèÿ ãðàôèêîâ ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷å ñêîé ôóíê-
öèé

Íà ðèñóíêå 12.5 (à) ïîêàçàíà ñèììåòðèÿ ãðàôèêîâ ïîêàçàòåëü íîé è
ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ñ îñíîâàíèåì a > 1, à íà ðèñóíêå 12.5 (á) � ñ
îñíîâàíèåì 0 < a < 1.
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12.7.2 ×èñëî e è ýêñïîíåíòà.

Äàäèì îïðåäåëåíèå óíèêàëüíîìó ÷èñëó, êîòîðîå ñòîèò íàðàâí å ñ� è
òàêæå êàê è� íå èìååò öåëîãî ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.7.2. Ñóùåñòâóåò òàêîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî áîëüøåå
2, íî ìåíüøåå 3, îáîçíà÷àåìîå áóêâîé e, ÷òî ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ
îñíîâàíèåì ðàâíûì eâ òî÷êå 0 èìååò ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþ 1, ò.å.

(ex )0��
x=0

= 1:

Ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðîâ ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèìåðíîå çíà÷åíè å:

e = 2; 718281828: : :

Ìû æå áóäåì ïîëàãàòü:
e � 2; 72: (12.8)

Îïðåäåëåíèå 12.7.3. Ôóíêöèÿ y = ex íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé.

Ãðàôèê ýêñïîíåíòû ïîêàçàí íà ðèñóíêå 12.6.

Ðèñ. 12.6: Ãðàôèê ýêñïîíåíòû

12.7.3 Îñîáûå ëîãàðèôìû.

Îïðåäåëåíèå 12.7.4. Ëîãàðèôì, ó êîòîðîãî îñíîâàíèå ðàâíî 10, íàçû-
âàåòñÿ äåñÿòè÷íûì è îáîçíà÷àåòñÿ lg x, ò.å.

lg x := log10 x:

Îïðåäåëåíèå 12.7.5. Ëîãàðèôì, ó êîòîðîãî îñíîâàíèå ðàâíî e, íàçû-
âàåòñÿ íàòóðàëüíûì è îáîçíà÷àåòñÿ ln x, ò.å.

ln x := loge x:
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12.7.4 Ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë ïîêàçàòåëüíîé è ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 12.2 (Î ïðîèçâîäíîé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè) . Ïîêàçàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ ax äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ,
è

(ax )0 = ax � ln a:

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ ex äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, è

(ex )0 = ex :

Òåîðåìà 12.3 (Î ïðîèçâîäíîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè) . Ëîãàðèô-
ìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ loga x äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ, è

(loga x)0 =
1

x � ln a
:

Ñëåäñòâèå. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ln x äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé
òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è

(ln x)0 =
1
x

:

Òåîðåìà 12.4 (Îá èíòåãðàëå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè) . Ïîêàçàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ ax èíòåãðèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è

Z
ax dx =

ax

ln a
+ C:

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ ex èíòåãðèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ, è Z

ex dx = ex + C:

Ñïðàâåäëèâà òàêæå ôîðìóëà
Z

1
x

dx = ln x + C:

Íàïðèìåð, íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèþ

y = 2 x � 4x + log3 x:
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y0 = (2 x � 4x + log3 x)0 = 2 x � ln 2 � 4x � ln 4 +
1

x � ln 3
=

= 2 x �
�
ln 2 � 2x � ln 22

�
+

1
x � ln 3

= 2 x � ln 2 � (1 � 2 � 2x ) +
1

x � ln 3
=

= 2 x � ln 2 �
�
1 � 2x+1

�
+

1
x � ln 3

:

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð: íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöè è:

y = 2 x+1 � 2cosx :

y0 =
�
2x+1 � 2cosx

� 0
= 2 x+1 � ln 2 � (x + 1) 0 � 2cosx � ln 2 � (cosx)0 =

= ln 2 �
�
2x+1 � 2cosx � (� sinx)

�
= ln 2 �

�
2x+1 + 2 cosx � cosx

�
:

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íà èíòåãðèðîâàíèå:

Z
2x dx =

2x

ln 2
+ C:

2Z

1

1
x

dx = ln xj21 = ln 2 � ln 1 = ln 2:

Çàäàíèÿ:
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè è èññëåäîâàòü åãî:

512. y = log2 x 513. y = log3 x 514. y = log4 x

515. y = log0;5 x 516. y = log0;2 x 517. y = log0;1 x

Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:

518. y = log12 (x2 � 4) 519. y = log3 (9 � x2)

520. y = log4

�
4� x2

x� 2

�
521. y = log3

�
144� x2

x� 12

�

522. y = log11 (6 � 5x + x2) 523. y = log12

�
x2 � 5x+6
x2 � 2x� 3

�

524. y = log9

�
12� x2

x2 � 13x+12

�
525. y = log25

�
cosx
sin x

�

526. y = log x (x2 � 2x + 1) 527. y = log3x (x2 � 4)
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Íàéòè ïðîèçâîäíûå:

528. y = 5 x � log3 x 529. y = x2 � 5x � 3x

530. y = x3 � ln x 531. y = log2 x � log3 x

532. log3
2 x 533. y = 2 sin x � 3tg x

534. y = log3 (x2 � 2x � 1) 535. y = ln (cos x)

536. y = 1 � sin 2x 537. y = 2 � cos (log2 x)
Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

538.
R

2x dx 539.
R

32x+1 dx

540.
R

1
x dx 541.

R
21� x dx

542.
R

35� x
2 dx 543.

3R

2
22� 3x dx

544.
2R

1

2
x dx 545.

3R

� 2
52� x dx

546.
1R

0
ex dx 547.

2R

1
23x� 1 dx

12.8 Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 12.8.1. Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì, åñëè â
í¼ì ñîäåðæèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Íàïðèìåð, log2 x = 2, log3 x = 1 è log1
5

(x � 2) � 5 = 0 ÿâëÿþòñÿ
ëîãàðèôìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.

Ñóùåñòâóåò äâà òèïà ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. ðàññìîòðè ì èç ïî
îòäåëüíîñòè.

Ïåðâûé òèï: óðàâíåíèå âèäà

loga f (x) = b;

òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìà (ñì. 12.6.1), åãî ðå øåíèåì áóäåò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f (x) = ab:

Âòîðîé òèï: óðàâíåíèå âèäà

loga f (x) = log a g(x);
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òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìà (ñì. 12.6.1), åãî ðå øåíèåì áóäåò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f (x) = g(x):

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

1. log2 x = 2:

Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ:

D(y) : x > 0:

x 2 (0; + 1 ):

Ýòî ïåðâûé òèï. Òîãäà ðåøèì óðàâíåíèå:

x = 2 2;

x = 4 2 D(y):

Îòâåò: x = 4.

2. log3 x = 1:

D(y) : x > 0:

x 2 (0; + 1 ):

x = 3 1;

x = 3 2 D(y):

Îòâåò: x = 3.

3. log1
5

(x � 2) � 5 = 0:

D(y) : x � 2 > 0:

x > 2:

x 2 (2; + 1 ):

log1
5

(x � 2) = 5;

x =
�

1
5

� 5

;

x =
1

3125
2 D(y):

Îòâåò: x = 1
3125.
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4. log2 (x2 + 1) = log 2 2x:

D(y) :

8
><

>:

x2 + 1 > 0;

2x > 0:

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû íå îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü îïðåäå ëåíèÿ,
òàê êàê îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x.

x 2 (0; + 1 ):

Ýòî âòîðîé òèï. Òîãäà ðåøèì óðàâíåíèå:

x2 + 1 = 2 x;

x2 � 2x + 1 = 0 ;

(x � 1)2 = 0;

x � 1 = 0;

x = 1 2 D(y):

Îòâåò: x = 1.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàæåò íåîáõîäèìîñòü íàõîæäåíèÿ îáëàñò è îïðå-

äåëåíèÿ:
5. log3 (x � 2) = log3 (2x � 1):

D(y) :

8
><

>:

x � 2 > 0;

2x � 1 > 0:
8
><

>:

x > 2;

x > 0; 5:

x 2 (2; + 1 ):

Ýòî âòîðîé òèï. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

x � 2 = 2x � 1;

x = � 1 =2 D(y):

Îòâåò: íåò ðåøåíèé.
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Çàäàíèÿ:
Ðåøèòü ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

548. log2 (x + 3) = 3 549. log3 (x � 2) = 4

550. log4 (x2 � 9) = 2 551. log5 (x2 + 9) = 2

552. log12 (x � 1) = 3 553. log5 (x � 1) = log5 (2x � 1)

554. log6 (x + 1) = log 6 (2x � 2) 555. log8 (� x2 � 2x) = 0

556. log16 (x2 + 6) = log 16 5x 557. 2 � log25 x = 1

558. 2 � log5 x � log5 125 = 0 559. 3 � log3 x = 0

560. 4 � log2 x � 5 = 0 561. log2 2x � log2 x = 1

562. 3 � log2 x = 0 563. log2
2 x � 2 � log2 x + 1 = 0

564. lg2 (x + 1) � lg (x + 1) � 2 = 0 565. 3 � ln2 x + 2 � ln x � 1 = 0

566. log2
3 x + 2 � log2 x2 � 5 = 0 567. log2

5 x2 + 5 � log5 x + 2 = 0

12.9 Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 12.9.1. Íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì, åñëè
â í¼ì ñîäåðæèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ñìûñë ðåøåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ñîñòîèò â òîì, ÷ò î ëå-
âóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðèâîäÿò ê ëîãàðèôìó ñ îäèíàê îâûì
îñíîâàíèåì. Êàê òîëüêî ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó âèäó, ñðàçó æå ìû ñëåí-
íî çà÷¼ðêèâàåì ëîãàðèôìû è ïåðåõîäèì ê íåðàâåíñòâó ïîäëîãà ðèôìè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Çíàê æå ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè ïîä÷èíÿåòñÿ ñ ëåäó-
þùåìó ïðàâèëó.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè îñíîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè áîëüøå 1, òî
ïðè ïåðåõîäå îò ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà ê íåðàâåíñòâ ó ïîäëîãà-
ðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé çíàê íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ, à åñëè æ å ìåíü-
øå 1, òî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïîñëå ïåðåõîäà îò ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà ê íåðàâåíñ òâó ïîä-
ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò ñîñòàâèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ. Ïåð-
âûì íåðàâåíñòâîì ýòîé ñèñòåìû áóäåò íåðàâåíñòâî ïîäëîãàðè ôìè÷åñêèõ
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ôóíêöèé, à îñòàâøèìèñÿ � íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáî é îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ëîãàðèôì è÷åñêîå
íåðàâåíñòâî. Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì îòâåò.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâà:

1. log2 (x + 3) � 3:

D(y) : x + 3 > 0;

x 2 (� 3; +1 ):

Äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òîëü-
êî ñ ïîïðàâêîé íà ïðàâèëî. Çàìå÷àåì, ÷òî îñíîâàíèå ðàâíî 2 áîëüøå 1,
à, ñëåäîâàòåëüíî, çíàê íåðàâåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ è íåðàâåíñò âîì ïîäëîãà-
ðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé áóäåò

x + 3 � 23;

x + 3 � 8;

x � 5;

x 2 [5; +1 ):

Ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà:
8
><

>:

x 2 (� 3; +1 );

x 2 [5; +1 ):

Èòàê, ïîëó÷àåì îáëàñòü, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå 12.7.

Ðèñ. 12.7: Îáëàñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò:
x 2 [5; +1 ):
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2. lg (x2 + 6) < lg (5x):

D(y) :

8
><

>:

x2 + 6 > 0;

5x > 0;

îòêóäà ïîëó÷àåì:
x 2 (0; + 1 ):

Îñíîâàíèå ðàâíî 10, ÷òî áîëüøå 1, à, çíà÷èò, çíàê íåðàâåíñòâà ñîõðà-
íÿåòñÿ:

x2 + 6 < 5x;

x2 � 5x + 6 < 0;

(x � 2)(x � 3) < 0;

Ñîãëàñíî ðèñóíêó 12.8, áóäåì èìåòü:

x 2 (2; 3):

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó: 8
><

>:

x 2 (0; + 1 );

x 2 (2; 3):

Èòàê, ïîëó÷àåì îáëàñòü, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå 12.8.

Ðèñ. 12.8: Îáëàñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò:
x 2 (2; 3):

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàæåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü íà îáë àñòü
îïðåäåëåíèÿ:

3. ln (x � 3) � ln (3 � x):
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D(y) :

8
><

>:

x � 3 > 0;

3 � x > 0:
8
><

>:

x > 3;

x < 3:

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: íåò ðåøåíèé .
Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð:

4. log1
3

(x � 2) > � 2:

D(y) : x � 2 > 0;

x > 2;

x 2 (2; + 1 ):

Îñíîâàíèå ðàâíî 1
3 ìåíüøå 1, à, çíà÷èò, çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ

íà ïðîòèâîïîëîæíûé:

x � 2 <
�

1
3

� � 2

;

x � 2 < 9;

x < 11;

x 2 (�1 ; 11):

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó: 8
><

>:

x 2 (2; + 1 );

x 2 (�1 ; 11):

Èòàê, ïîëó÷àåì îáëàñòü, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå 12.9.

Ðèñ. 12.9: Îáëàñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò:
x 2 (2; 11):
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Çàäàíèÿ:
Ðåøèòü ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

568. log3 (x � 2) � log3 2x 569. log2 (x � 3) > 2

570. log4 (2 � x) < 2 571. lg (2 � x2) < 0

572. ln (x2 � 5x + e+ 6) < 1 573. log2 (2x � 1) < 3

574. log2 (x2 � 5x + 2) > 3 575. log13 (13 � x) < 2

576. ln (2 � x) < ln (5x � 1) 577. log2 (x2 � 5x + 14) < 3

578. log3 (5 � 2x ) < 1 579. log12 (x � 3) < 1

580. log4 (2 � 3x ) � 1 < 0 581. log15 (13 � x) > 4

582. log3 (2 � 3x) < 1 583. logsin x (cos2 x) � 0

12.10 Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

1. Âûðàçèòü êîðåíü n-îé ñòåïåíè ÷åðåç ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêà-
çàòåëåì (a) è âûðàçèòü ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì ÷ åðåç
êîðåíü n-îé ñòåïåíè (b):

(a) 11
p

154; 5
p

36; 12
p

� 45;

(b) 4
3
5 ; 5� 4

3 ; 30;3.

2. Ðåøèòü èððàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå: 5
p

3x � 1 = 2.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

(a) 5x+2 + 5 x+1 � 26� 5x = 500;

(b) log0;3

�
3x � 1

3

�
= � 1.

4. Ðåøèòü ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî: log0;2 (63x � 1) � � 3.
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Ïðèëîæåíèå 1

Êëàññèôèêàöèÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Òðåóãîëüíèêè äåëÿòñÿ ïî:

I. Ñòîðîíàì:
� Ðàçíîñòîðîííèå � òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ âñå

ñòîðîíû ðàçíûå.
� Ðàâíîáåäðåííûå � òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ äâå

ñòîðîíû ðàâíû. Ðàâíûå ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè, à îñòàâøàÿñÿ ñòîðîíà � îñíîâàíèåì. Ðàâíûå óãëû ìåæäó
áîêîâûìè ñòîðîíàìè è îñíîâàíèåì íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè óã-
ëàìè. Âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû ê îñíîâàíèþ ÿâëÿåòñÿ
ìåäèàíîé è áèññåêòðèñîé.

� Ðàâíîñòîðîííèå (èëè ïðàâèëüíûå) � òðåóãîëü-
íèêè, ó êîòîðûõ âñå ñòîðîíû ðàâíû. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü -
íèê áóäåò ðàâíîáåäðåííûì äëÿ ëþáîé ñâîåé ñòîðîíû. Óãëû
ðàâíû 60� . Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû äëÿ ðàäèóñîâ îïèñàííîé
(R) è âïèñàííîé ( r ) îêðóæíîñòåé ïðè èçâåñòíîé ñòîðîíå ( a):

R =

p
3

3
� a; r =

p
3

6
� a; R = 2 � r:

II. Óãëàì:
� Îñòðîóãîëüíûå � òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ âñå óã-

ëû ìåíüøå 90� .
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� Ïðÿìîóãîëüíûå � òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ îäèí
óãîë ðàâåí 90� . Ñòîðîíû, ïðèëåæàùèå ê ïðÿìîìó óãëó íàçû-
âàþòñÿ êàòåòàìè, à îñòàâøàÿñÿ ñòîðîíà � ãèïîòåíóçîé. Ñïðà-
âåäëèâà òåîðåìà Ïèôàãîðà.

� Òóïîóãîëüíûå � òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ îäèí óãîë
áîëüøå 90� .

Ðèñ. 1.1: Òðåóãîëüíèêè

Íà ðèñóíêå 1.1 (à) èçîáðàæ¼í îñòðîóãîëüíûé, íà ðèñóí-
êå 1.1 (á) èçîáðàæ¼í ïðÿìîóãîëüíûé, à íà ðèñóíêå 1.1 (â) èçîá -
ðàæ¼í òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèêè.



Ïðèëîæåíèå 2

Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà è ïîäîáèÿ
òðåóãîëüíèêîâ.

Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.

Òåîðåìà 2.1 (Ïåðâûé ïðèçíàê) . Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë
ìåæäó íèìè îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òà-
êèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Òåîðåìà 2.2 (Âòîðîé ïðèçíàê) . Åñëè ñòîðîíà è äâà ïðèëå-
æàùèõ ê íåé óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-
íî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì äðóãîãî òðå-
óãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Òåîðåìà 2.3 (Òðåòèé ïðèçíàê). Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òðåì ñòîðîíàì äðóãî-
ãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Òåîðåìà 2.4 (Ïåðâûé ïðèçíàê) . Åñëè äâà óãëà îäíîãî òðå-
óãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû äâóì óãëàì äðóãîãî òðå-
óãîëüíèêà, òî òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.
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Òåîðåìà 2.5 (Âòîðîé ïðèçíàê) . Åñëè óãîë îäíîãî òðåóãîëü-
íèêà ðàâåí óãëó äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, à ñòîðîíû, îáðàçóþ-
ùèå ýòîò óãîë, ïðîïîðöèîíàëüíû â ðàâíîì îòíîøåíèè, òî
òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.

Òåîðåìà 2.6 (Òðåòèé ïðèçíàê). Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî
òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ïðîïîðöèîíàëüíû òðåì ñòî-
ðîíàì äðóãîãî, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.



Ïðèëîæåíèå 3

Òàáëèöà çíà÷åíèé
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
cosx, sinx, tg x è ctgx.

Íà èíòåðâàëå � 2
�
� � ; � �

6

�
.

� � � � 5�
6 � 3�

4 � 2�
3 � �

2 � �
3 � �

4 � �
6

sin� 0 � 1
2 �

p
2

2 �
p

3
2 � 1 �

p
3

2 �
p

2
2 � 1

2

cos� � 1 �
p

3
2 �

p
2

2 � 1
2 0 1

2

p
2

2

p
3

2

tg � 0
p

3
3 1

p
3 � �

p
3 � 1 �

p
3

3

ctg � �
p

3 1
p

3
3 0 �

p
3

3 � 1 �
p

3

Íà èíòåðâàëå � 2 [0;� ].

� 0 �
6

�
4

�
3

�
2

2�
3

3�
4

5�
6 �

sin� 0 1
2

p
2

2

p
3

2 1
p

3
2

p
2

2
1
2 0

cos� 1
p

3
2

p
2

2
1
2 0 � 1

2 �
p

2
2

�
p

3
2 � 1

tg � 0
p

3
3 1

p
3 � �

p
3 � 1 �

p
3

3 0

ctg � �
p

3 1
p

3
3 0 �

p
3

3 � 1 �
p

3 �
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Íà èíòåðâàëå � 2
�

7�
6 ; 2�

�
.

� 7�
6

5�
4

4�
3

3�
2

5�
3

7�
4

11�
6 2�

sin� � 1
2 �

p
2

2 �
p

3
2 � 1 �

p
3

2 �
p

2
2 � 1

2 0

cos� �
p

3
2 �

p
2

2 � 1
2 0 1

2

p
2

2

p
3

2 1

tg �
p

3
3 1

p
3 � �

p
3 � 1 �

p
3

3 0

ctg �
p

3 1
p

3
3 0 �

p
3

3 � 1 �
p

3 �



Ïðèëîæåíèå 4

Íåêîòîðûå ôîðìóëû
ïðèâåäåíèÿ.

� �
2 + � � + � 3�

2 + � �
2 � � � � � 3�

2 � � 2� � �

sin� cos� � sin� � cos� cos� sin� � cos� � sin�

cos� � sin� � cos� sin� sin� � cos� � sin� cos�

tg � � ctg � tg � � ctg � ctg � � tg � ctg � � tg �

ctg � � tg � ctg � � tg � tg � � ctg � tg � � ctg �
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Ïðèëîæåíèå 5

Òàáëèöà çíà÷åíèé îáðàòíûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òàáëèöà çíà÷åíèé îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé arccosx è arcsinx

a � 1 �
p

3
2 �

p
2

2 � 1
2 0 1

2

p
2

2

p
3

2 1

arcsina � �
2 � �

3 � �
4 � �

6 0 �
6

�
4

�
3

�
2

arccosa � 5�
6

3�
4

2�
3

�
2

�
3

�
4

�
6 0

Òàáëèöà çíà÷åíèé îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé arctgx è arcctgx

a �
p

3 � 1 �
p

3
3 0

p
3

3 1
p

3

arctga � �
3 � �

4 � �
6 0 �

6
�
4

�
3

arcctga 5�
6

3�
4

2�
3

�
2

�
3

�
4

�
6
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Ïðèëîæåíèå 6

Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì çíàíèé
ïî òåìå �Ïðîèçâîäíàÿ�.

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ.

Ôóíêöèÿ, f (x) Ïðîèçâîäíàÿ, f 0(x)

C; C = const 0

x 1

xn; n = const n � xn� 1

p
x 1

2
p

x

sinx cosx

cosx � sinx

tg x 1
cos2 x

ctg x � 1
sin2 x

ax ax ln a

ex ex

loga x 1
x ln a

ln x 1
x
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Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü u = u(x); v = v(x); à C = const, òîãäà:

1. (Cu)0= Cu0;

2. (u � v)0= u0� v';

3. (u � v)0= u0� v + u � v0;

4.
�

u
v

� 0= u0�v� u�v0

v2 .

Ôîðìóëà ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè.

Åñëèy = f [g(x)], òî

y0= f 0
g [g(x)] � g0(x):

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Åñëèy = f (x), òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êåx0 èìååò
âèä:

y = f 0(x0)(x � x0) + f (x0):



Ïðèëîæåíèå 7

Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ.

Ôóíêöèÿ, f (x) Èíòåãðàë,
R

f (x) dx, C � const

1 x + C

k; k = const kx + C

xn; n 2 Z; n 6= � 1 xn +1

n+1 + C

1p
x 2

p
x + C

sinx � cosx + C

cosx sinx + C

1
cos2 x tg x + C

1
sin2 x

� ctg x + C

ax ax

ln a + C

ex ex + C

1
x ln x + C
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Ïðèëîæåíèå 8

Ïðîáíûé âàðèàíò ê ýêçàìåíó.

ÊÐÀÒÊÀß ÈÍÑÒÐÓÊÖÈß.

Íà âûïîëíåíèå ïèñüìåííîé ýêçàìåíàöèîííîé ðàáîòû ïî ìà-
òåìàòèêå äà¼òñÿ 4 àêàäåìè÷åñêèõ ÷àñà (180 ìèíóò).

Ýêçàìåíàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç 3-õ ÷àñòåé: ÷àñòè A
(îáÿçàòåëüíîé), ÷àñòè B (äîïîëíèòåëüíîé) è ÷àñòè C (ïîâû-
øåííîé ñëîæíîñòè).

Îáÿçàòåëüíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò çàäàíèÿ ìèíèìàëüíî îáÿçà-
òåëüíîãî óðîâíÿ, äîïîëíèòåëüíàÿ ÷àñòü � áîëåå ñëîæíûå çà-
äàíèÿ, à ÷àñòü ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè ñîäåðæèò çàäàíèÿ ïî-
âûøåííîé ñëîæíîñòè.

Ïðè âûïîëíåíèè áîëüøèíñòâà çàäàíèé òðåáóåòñÿ ïðåäñòà-
âèòü õîä ðåøåíèÿ è óêàçàòü ïîëó÷åííûé îòâåò, è òîëüêî â çà-
äàíèÿõ A3 � A5 äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü îòâåò.

Ïðàâèëüíîå âûïîëíåíèå çàäàíèé îöåíèâàåòñÿ 2 áàëëàìè.
Åñëè ïðèâîäèòñÿ íåâåðíûé îòâåò èëè îòâåò îòñóòñòâóåò, ñòà-
âèòñÿ0 áàëëîâ. Åñëè ïðèâîäèòñÿ îòâåò, íî íå ïðèâîäèòñÿ ðå-
øåíèå (êðîìå çàäàíèé A3 � A5), òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèâåä¼í
íåâåðíûé îòâåò. Áàëëû, ïîëó÷åííûå çà âñå âûïîëíåííûå çà-
äàíèÿ, ñóììèðóþòñÿ. Ïîñòàðàéòåñü ïðàâèëüíî âûïîëíèòü êàê
ìîæíî áîëüøå çàäàíèé, à, ñîîòâåòñòâåííî, íàáðàòü áîëüøå áà ë-
ëîâ.
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256 Ïðèëîæåíèå 8. Ïðîáíûé âàðèàíò ê ýêçàìåíó.

Ðåøàòü ëó÷øå âñåãî ñíà÷àëà â ÷åðíîâèêå, à ïîòîì, çà 40 �
45 ìèíóò äî êîíöà ýêçàìåíà, ïåðåíåñòè ðåøåíèÿ â ÷èñòîâîé
âàðèàíò. Âíèìàíèå: â ÷èñòîâîì âàðèàíòå çàäàíèÿ ïèñàòü ïî
ïîðÿäêó. Åñëè âû íå çíàåòå, êàê ðåøàòü òó èëè èíóþ çàäà÷ó,
ïîñòàâüòå íîìåð è îñòàâüòå ìåñòî (äëÿ çàäàíèÿ ÷àñòè A ëó÷øå
îñòàâëÿòü ïîëîâèíó ñòðàíèöû, à ÷àñòè B � ñòðàíèöó).

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû âíèìàòåëüíî èçó÷èòå êðèòåðèè îöå-
íèâàíèÿ è îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íà÷èíàòü ðàáîòó ñëåäóåò ñ
çàäàíèé îáÿçàòåëüíîé ÷àñòè. È òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê Âû íà-
áåðåòå íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ äëÿ óäîâëåòâîðèòåëü-
íîé îöåíêè, ìîæåòå ïåðåõîäèòü ê çàäàíèÿì äîïîëíèòåëüíîé
÷àñòè è ÷àñòè ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè, ÷òîáû ïîâûñèòü îöåí-
êó äî ÷åòûð¼õ èëè ïÿòè.

Æåëàåì óñïåõîâ!

ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÎÖÅÍÊÈ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÐÀÁÎÒÛ.

Îöåíêà Êîëè÷åñòâî áàëëîâ

3 (óäîâëåòâîðèòåëüíî) 22 � 29

4 (õîðîøî) 30 � 33

5 (îòëè÷íî) 34 � 36
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ÏÐÎÁÍÛÉ ÂÀÐÈÀÍÒ.

×ÀÑÒÜ À. Îáÿçàòåëüíûå çàäàíèÿ.

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé A1 � A2 çàïèøèòå õîä ðå-
øåíèÿ è ïîëó÷åííûé îòâåò.
A1. Íàéäèòå çíà÷åíèå cos� , åñëè èçâåñòíî, ÷òîsin� = 1

3 è
� 2

�
�
2; �

�
.

A2. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f (x) = 2 x4� x2� cosx+
1 ÷¼òíîé.

Èñïîëüçóÿ ãðàôèê ôóíêöèè (ñì. ðèñ. íèæå), îïðå-
äåëèòå è çàïèøèòå îòâåò:
A3. îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèÿ ôóíêöèé;
A4. ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè;
A5. òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé A6 � A13 çàïèøèòå õîä
ðåøåíèÿ è ïîëó÷åííûé îòâåò.
A6. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

p
3 cos

�
2x � 5�

6

�
� 3

2 = 0.
A7. Íàéäèòå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè:y = 1

3x3+ x2� 35x+
144.
A8. Âû÷èñëèòå íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:

R �
2x + 3x2 � 1

sin2 x
+ 2

�
dx.

A9. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3
p

(3x � 3) = 3.
A10. Ðåøèòå óðàâíåíèå:1283x� 1 = 1

64.



258 Ïðèëîæåíèå 8. Ïðîáíûé âàðèàíò ê ýêçàìåíó.

A11. Ðåøèòå óðàâíåíèå:log2

�
x2 + 3x

�
= 2.

A12. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç óãëîâ ðàâåí 45� ,
à ãèïîòåíóçà ðàâíà 3

p
2 ì. Íàéäèòå êàòåòû.

A13. Ïðÿìîóãîëüíèê, äèàãîíàëü êîòîðîãî ðàâíà 10ñì, à îäíà
èç ñòîðîí ðàâíà 8 ñì âðàùàåòñÿ âîêðóã èçâåñòíîé ñòîðîíû.
Íàéäèòå îáú¼ì è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ òåëà
âðàùåíèÿ.

×ÀÑÒÜ B. Äîïîëíèòåëüíûå çàäàíèÿ.

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé B1 � B3 çàïèøèòå õîä ðå-
øåíèÿ è ïîëó÷åííûé îòâåò.
B1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè: y = 3x � sin (2

p
x � 1).

B2. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y =
12x � x2 è y = 0, ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàâ ðèñóíîê.
B3. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå ñòîðîíà îñíî-
âàíèÿ ðàâíà 14 ì, à êàæäîå áîêîâîå ðåáðî íàêëîíåíî ê îñíî-
âàíèþ ïîä óãëîì â 60� . Íàéäèòå îáú¼ì è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
ïèðàìèäû.

×ÀÑÒÜ C. Çàäàíèÿ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè.

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé C1 � C2 çàïèøèòå õîä ðå-
øåíèÿ è ïîëó÷åííûé îòâåò.
C1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:log4 (3x � 1) � log1

4

1
3� x .

C2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:tg2 x + (1 �
p

3) tg x �
p

3.
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ÒÅÌÛ ÄËß ÏÎÂÒÎÐÅÍÈß.

1. Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà.

2. Ôóíêöèè, îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè.

3. Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

4. Ïðîèçâîäíàÿ.

5. Íàõîæäåíèå ïðîìåæóòêîâ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ ïðîèçâîäíûõ.

6. Íåîïðåäåë¼ííûé è îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë.

7. Íàõîæäåíèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

8. Èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ.

9. Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ.

10. Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.

11. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.

12. Òåîðåìû êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ.

13. Ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ â ïðÿìîóãîëüíîì òðå -
óãîëüíèêå.

14. Äâóãðàííûå óãëû.

15. Ìíîãîãðàííèêè.

16. Òåëà âðàùåíèÿ.

17. Îáú¼ìû è ïîâåðõíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ òåë.


